Journal of Lie Theory
Volume 28 (2018) 381-426
(© 2018 Heldermann Verlag

Représentations de réduction unipotente
pour SO(2n + 1), I : une involution
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Résumé. We consider a group SO(2n + 1) over a p-adic field and tempe-
red irreducible representations of this group, of unipotent reduction. We use
the construction due to Lusztig of these representations. In an old paper with
Moeglin, we have defined an involution in the complex vector space generated
by those representations which are elliptic. It is strongly related to another in-
volution defined by Lusztig for finite groups. We give a new definition of our
involution and we prove it commutes, in some sense, with Jacquet functor.
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Introduction

Soient p un nombre premier et F' une extension finie de Q,. Soit n > 1 un entier.
On suppose que p est grand relativement a n. On considere le groupe spécial
orthogonal d’une forme quadratique non dégénérée sur un espace de dimension
2n—+1 sur F'. Plus précisément, on considere les deux formes possibles de ce groupe :
la forme déployée que I'on note G, et la forme non quasi-déployée G,,. Pour
I'un ou I'autre de ces indices § = iso ou an, notons Irr,,,; I’ensemble des (classes
d’isomorphismes de) représentations admissibles irréductibles de Gy(F) qui sont de
réduction unipotente. Cette derniere propriété est définie de la fagon suivante. Soit
7 une représentation admissible irréductible de Gy(F') dans un espace complexe
E. Pour tout sous-groupe parahorique K de Gy(F'), notons K" son radical pro-p-
unipotent et EX" le sous-espace des éléments de E fixés par K*. De 7 se déduit
une représentation de K/K* dans EX". Le groupe K/K* s’identifie au groupe
des points sur le corps résiduel F, de I’ d'un groupe algébrique connexe défini sur
F,. En suivant Lusztig, on sait définir la notion de représentation unipotente d'un
tel groupe. On dit que 7 est de réduction unipotente si et seulement s’il existe K
comme ci-dessus de sorte que EX" soit non nul et que la représentation de K/K*
dans EX" soit unipotente. On note IrT4ynipy le sous-ensemble des représentations
dans Irrynipg qui sont tempérées. L'involution introduite par Zelevinsky dans le
cas des groupes GL(n) a été généralisée aux autres groupes par Aubert et par
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Schneider et Stuhler, cf. [3] et [10]. Notons-la D. Dans trois articles dont celui-ci
est le premier, nous allons étudier les représentations appartenant a Irry,,,s ainsi
que leurs images par l'involution D. Notre but est de calculer le front d’ondes
de D(m) pour m € Irryynpy. Cela sera fait dans le troisieme article et nous y
reviendrons le moment venu. Décrivons plutot le contenu des deux premiers.

On note Irryy, la réunion disjointe de Irriynipiso €t IrTiunipan . La conjec-
ture de Langlands, raffinée par Deligne et Lusztig, parametre Irry,,;, de la fagon
suivante. Notons Wr de groupe de Weyl de F' et Sp(2n;C) le groupe sym-
plectique complexe d’un espace de dimension 2n. Pour un homomorphisme
Y Wpx SL(2;C) — Sp(2n; C), notons S(¢) le groupe des composantes connexes
du centralisateur dans Sp(2n; C) de I'image de . C’est un produit fini de groupes
Z/27 et on note S(¢)¥ son groupe de caracteres. Alors Irry,,:, est conjecturale-
ment paramétré par les classes de conjugaison par Sp(2n;C) de couples (¢, ¢)
ol

:Wgp x SL(2;C) — Sp(2n;C) est un homomorphisme dont la restriction a
Wg est non-ramifiée, semi-simple, d’image bornée et dont la restriction a
SL(2;C) est algébrique;

e S)Y.

Ce paramétrage devient unique si on impose aux représentations ainsi pa-
ramétrées des conditions relatives a ’endoscopie et a 1’endoscopie tordue. Nous y
reviendrons ci-dessous.

Le paramétrage a été obtenu par différents auteurs : Lusztig, cf. [6]; Moe-
glin, cf. [7] théoreme 5.2; Arthur, cf. [1] théoréme 2.2.1. Arthur a prouvé les pro-
priétés relatives a ’endoscopie, du moins dans le cas du groupe G,z (F). Nous
utilisons les constructions de Lusztig. Le but des deux premiers articles est de
prouver que les représentations qu’il a construites vérifient bel et bien les pro-
priétés requises quant a l’endoscopie.

Pour énoncer ces propriétés, il est commode de modifier le paramétrage.
Considérons un homomorphisme 1 comme ci-dessus. Puisqu’il est non ramifié,
il est déterminé par sa restriction p a SL(2;C) et par I'image s d’un élément
de Frobenius de Wg. On sait paramétrer les classes de conjugaison d’homomor-
phismes algébriques p : SL(2;C) — Sp(2n;C) par les orbites unipotentes de
Sp(2n;C). Celles-ci sont elles-mémes paramétrées par I'ensemble P*¥™P(2n) des
partitions symplectiques de 2n, cf. 1.3. Ainsi, pour tout A € P*¥"?(2n), fixons un
homomorphisme p, dans la classe paramétrée par A. Notons Z(\) le commutant
dans Sp(2n;C) de I'image de p,. L’élément s doit étre un élément semi-simple de
Z(N). De plus, ses valeurs propres doivent étre de module 1 : c’est la condition
< tempérée > et on dira simplement que s est < compact ». On note Z(\,s)
le commutant de s dans Z(\), Z(\,s) le groupe des composantes connexes de
Z(A\,s) et Z(\ s)Y son groupe de caracteres. On a les égalités S(¢) = Z(\,s)
et S(¢)Y = Z(\, s)". Ainsi, I'ensemble Irry,,;, est paramétré par I’ensemble des
triplets (A, s,€), ou A € P¥™(2n), s est un élément semi-simple et compact de
Z(X\) et € € Z(s,\)" (plus exactement par I’ensemble des classes de conjugaison
de tels triplets, en un sens facile a préciser). Nous notons (A, s,€) 1’élément que
Lusztig associe a un tel triplet.
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Remarque. En fait, Lusztig construit non pas les représentations tempérées
mais leurs images par l'involution D ; notre 7(\, s, €) est I'image par cette involu-
tion de la représentation construite par Lusztig.

Pour tout ensemble X, notons C[X] 'espace vectoriel complexe de base
X . Lespace C[Irryynp) est somme directe de Cllrtiumipiso] €t ClIrtiunip.an). Pour
7 € ClIrrynip], on note s, et m,y, ses deux composantes. Introduisons 1'ensemble
€004y, des classes de conjugaison de triplets (A, s, h) ot A € P¥™(2n), s et
h sont des éléments semi-simples de Z(\), s et h commutent entre eux, s est
compact et h* = 1. Pour un tel triplet, on a h € Z(\,s) et, pour € € Z(\,s)",
on peut évaluer € en 'image de h dans Z(\,s). On note simplement e(h) cette
valeur. Posons

(A, s,h) = Y (A s, e)e(h).

e€Z(A,s)V

On note Gty le sous-ensemble des (A, s,h) € Endoyyy;, tels que h = 1. On
sait définir la notion de distribution stable pour le groupe Gys(F'). On dit qu'un
élément de ClIrryynipiso] €st stable si sa distribution trace associée l'est (plus
généralement, dans ce qui suit, on identifie toute représentation a sa distribution
trace). La premiére propriété caractérisant le paramétrage est

(1) pour (A, s,1) € Gtynip, Iiso(A, s,1) est stable.

La deuxieme propriété fait intervenir l’endoscopie tordue qui relie Gy,
et le groupe GL(2n), ou plus exactement un espace tordu sur ce groupe. Nous
I’énoncerons précisément en 2.1 et la résumons ici par ’assertion vague

(2) pour (A, s,1) € Gtyynip, le transfert de I1;5,(A, s,1) a GL(2n) par endoscopie
tordue est une représentation bien déterminée de ce groupe.

Considérons un couple (ny,n2) € N2 tel que n; +ny = n. On note G, s
et Gp,.iso les groupes similaires a Gy, quand on remplace n par n; ou ng. De
méme, on affecte les objets introduits ci-dessus d’un indice n; ou ny quand ils sont
relatifs a ces entiers. Considérons (A1, s1,1) € Stunipn, €t (A2, 52, 1) € Stiynipn, -
On en déduit un triplet (A, s,h) € Endoyu, de la fagon suivante. Le groupe
Sp(2n1; C) x Sp(2ns; C) se plonge naturellement dans Sp(2n; C). Par composition
avec ce plongement, py, ® py, devient un homomorphisme de SL(2;C) dans
Sp(2n; C), qui est paramétré par la partition A = \;UMs. L’élément (sy, so) devient
pareillement un élément s de Sp(2n;C). Enfin, h est 'image par le plongement du
produit de l'identité de Sp(2n,;C) et de I'élément —1 de Sp(2ny; C). Le groupe
Gy iso X Gnyiso €st le groupe endoscopique d'une donnée endoscopique évidente
de Giso ou de Gyp,. On sait définir le transfert endoscopique a Gigo(F') ou Gy (F)
d’une distribution stable sur G, iso(F) X Gy iso(F)-

Remarque. Pour travailler simultanément avec les deux groupes Gjg, et Gan,
on doit utiliser une variante un peu sophistiquée de ’endoscopie, cf. 2.1. On peut

parler d’endoscopie pour les formes intérieures pures.

La troisieme propriété du paramétrage est
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(3a) ILiso(A, s, h) est le transfert endoscopique a Gyso(F) de
Hiso()\b S1, 1) ® Hiso()\Qa S92, 1)

(3b) —IL,u(A, s, h) est le transfert endoscopique a G, (F') de
iso(A1, 81, 1) @ Iiso(A2, 52, 1).

On souligne la présence du signe —1 dans (3b). Les trois propriétés ci-dessus
déterminent entierement le paramétrage, cf. 2.1. La propriété (1) est connue : c’est
le résultat principal de [8]. La propriété (2) I’est aussi, cf. [13]. Nous énoncerons plus
précisément les propriétés (3a) et (3b) en 2.1 ci-dessous et nous les démontrerons
dans le deuxieme article [14].

La premiere section du présent article introduit tout le matériel qui sera
utilisé dans la suite. On reprend en particulier de nombreuses constructions faites
dans [8]. La deuxieme section est consacrée a I'une de ces constructions, celle d'une
certaine involution. Rappelons d’ou vient celle-ci. Introduisons le sous-ensemble
ENd0unip—dise des (A, s,h) € EndOy, tels que s? =1 et que le commutant com-
mun Z (A, s)NZ (A, h) de s et h dans Z(\) soit fini. La famille des TI(A, s, h), quand
(A, s, h) décrit Endoypp disc, est une base du sous-espace de C[Irry,,;,| engendré par
les représentations de réduction unipotente qui sont elliptiques au sens d’Arthur,
cf. [2]. L’espace C[EnD0,pip aisc] s'identifie donc a ce sous-espace de C[Irryyp,,]. Une
compatibilité a I'induction permet de ramener la preuve de (3a) et (3b) au cas ou
(A, s,h) € End0,ppaisc. Pour § = iso ou an, on doit calculer autant que faire
se peut le caractere de II;(A, s, h) sur les éléments fortement réguliers de Gy(F).
Grace a un résultat d’Arthur, on peut se restreindre aux éléments elliptiques de
Gy(F). Un tel élément appartient a un sous-groupe compact et la premiere chose
a faire est de restreindre nos représentations aux divers sous-groupes compacts
maximaux de Gy(F). La construction de Lusztig est parfaitement adaptée pour
cela. Mais elle décrit ces restrictions en termes de représentations irréductibles
des groupes < résiduels > (les groupes K /K" ci-dessus). Le calcul des caracteres
de ces représentations n’est pas simple mais a été effectué par Lusztig. Pour
cela, il a introduit les < faisceaux-caracteres » qui créent des fonctions-traces
plus facilement calculables que les caracteres de représentations. Les faisceaux-
caracteres et les représentations irréductibles d'un groupe résiduel sont paramétrés
par un méme ensemble combinatoire, appelons-le X. On a ainsi deux applica-
tions linéaires k et Rep définies sur C[X] : pour z € X, k(x) est la fonction-
trace du faisceau-caractere paramétré par = et Rep(x) est le caractere de la
représentation irréductible paramétrée par x. Lusztig a défini une involution F*
de C[X] qui vérifie k = RepoFL. Revenons a notre probléme. Apres avoir res-
treint nos représentations aux sous-groupes compacts maximaux de Gy(F), on
doit appliquer les involutions F* relatives & ces sous-groupes. Le calcul parait
bien compliqué mais on 'a simplifié dans [8] en introduisant une involution F
de C[End0ypip.disc) qui a la propriété suivante. Soit (A, s,h) € EMDOynip disc. On
en déduit une représentation du groupe résiduel ci-dessus K/K". Soit ¢ € C[X]
tel que cette représentation (identifiée a son caractere) soit Rep(y). Alors la repré-
sentation du méme groupe résiduel associée a F(II(), s, h)) est égale & Rep oF~ (),
c’est-a-dire a k(p). Cette involution F rend possible la suite du calcul.

Remarque. En fait, on a démontré dans [8] une propriété plus faible mais
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suffisante, a savoir que la projection cuspidale de la représentation du groupe
résiduel associée a F(II(), s, h)) est égale a la projection cuspidale de Rep oF(y).

Dans [8], on a donné une définition combinatoire assez compliquée de F.
Avec les notations ci-dessus, elle est tres simple : elle consiste a échanger s et h.
En effet, pour (A, s,h) € EMDOypnipdisc, 00 a aussi (A, h,s) € EMDOypnipaise €6 ON
montrera en 2.3 que F(II(A,s,h)) = II(\ h,s). Enfin, en 2.7, nous leverons la
restriction évoquée dans la remarque ci-dessus : on a bien égalité entre les deux
représentations de cette remarque et pas seulement de leurs projections cuspidales.
Le résultat de 2.7 est conditionnel : on admet les propriétés (3a) et (3b). Mais,
comme on ’a dit, ces propriétés seront démontrées dans I’article suivant.

Remarque. A l'aide des constructions de Lusztig, on devrait pouvoir trai-
ter non seulement le cas des parametres non ramifiés, mais celui des parametres
modérément ramifiés. J’ignore ce que devient notre involution F dans cette situa-
tion plus générale.

Un index des notations se trouve en fin de article. Je remercie vivement le
referee pour sa lecture attentive.

1. Les groupes et leurs représentations

1.1. Groupes orthogonaux.
Soit F' un corps local non-archimédien de caractéristique nulle. On note o son
anneau d’entiers et on fixe une uniformisante w. On note F, = o/wo le corps
résiduel, ¢ étant son nombre d’éléments; p la caractéristique de F, ; |.|r la valeur
absolue de F'; valp la valuation. On a |w|r = ¢! et valp(w) = 1. On suppose
p # 2. On note F* le groupe multiplicatif I — {0} ; 0* le groupe des unités;
F>20%% et Fx* les sous-groupes des carrés dans F*, 0™ et FY.

Soit d > 1 un entier et soit V un espace vectoriel sur F' de dimension
d, muni d'une forme bilinéaire symétrique et non dégénérée (). Le déterminant
det(Q) est bien défini dans F*/F*2. On pose 1(Q) = (—1)l¥?det(Q), ol, pour
xr € R, [z] est la partie entiere de x. La valuation valg(n(Q)) est bien définie dans
Z/27.. On note O(Q) le groupe orthogonal de (V,Q), SO(Q) ou O1(Q) le groupe
spécial orthogonal et O~ (Q) la composante connexe non neutre de O(Q).

Les mémes définitions s’appliquent si V' est un espace sur F,. La terme
n(Q) est alors un élément de F*/F*?. On identifie ce groupe a 0*/0*?. Pour
mieux distinguer les corps de base, on notera par lettres grasses SO(Q) etc. les
groupes relatifs aux espaces définis sur F,.

Revenons a un espace quadratique (V) défini sur F'. Pour un o-réseau
L C V,notons L* = {v € V;Vo' € L,Q(v,v") € o}. Il existe des réseaux L
presque autoduaux, c’est-a-dire tels que wl* C L C L*. Pour un tel réseau,
posons ' = L/wl*, I" = L*/L. On note d', resp. d”, la dimension sur F, de I',
resp. I”. La forme Q se réduit en une forme quadratique non dégénérée Q' sur [’
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et la forme w@ se réduit en une forme quadratique non dégénérée Q" sur [”. Les
termes n(Q’) et n(Q") sont indépendants du choix du réseau L. On les note 7/(Q)
et n”"(Q). On vérifie les relations

d =d+ valp(n(Q)) mod 2Z, d" = valp(n(Q)) mod 2Z,

(=) Q)" (Q)=* @) = p(Q).

Considérons maintenant un entier d > 1 et un élément n € F*/F*2.
A Dexception des cas d = 1 et (d,n) = (2,1), on sait qu’il y a deux classes
d’isomorphie d’espaces quadratiques (V, Q) comme ci-dessus tels que n(Q) = 7.
On les note (Viso, Qiso) €t (Van, Qan), les indices iso et an étant déterminés par
les relations suivantes

si d +valp(n) est pair, 7"(Qiso) € F** et 1" (Qan) & F)*;
si d + valp(n) est impair, 7/'(Qiso) € F*? et 1/(Qan) & F; 2.

Dans les cas particuliers d = 1 ou (d,n) = (2,1), la définition ci-dessus
conduit & considérer 'unique espace quadratique (V, Q) comme étant (Vigo, Qiso) -

Le groupe SO(Q;s,) est quasi-déployé. Le groupe SO(Q,,) en est une forme
intérieure. Il n’est pas quasi-déployé si d est impair ou si d est pair et n = 1. 1l
est isomorphe & SO(Qiso) si d est pair et n # 1.

Considérons maintenant le cas des espaces quadratiques définis sur F,. Dans
ce cas, d étant fixé, la classe d’'isomorphie de (V, Q) est déterminée par n(Q). Si d
est impair, le groupe O(Q) est indépendant de 7. On le note simplement O(d) et
on note ses deux composantes connexes SO(d), ou O*(d), et O~ (d). Le groupe
SO(d) est déployé. Si d est pair, on note O(d);s, le groupe orthogonal de I’espace
(V,Q) tel que n(Q) € Fy? et O(d)qn celui de I'espace (V,Q) tel que n(Q) ¢ F)*.
Pour un indice § = iso ou an, on note aussi SO(d), ou O*(d);, et O~ (d)y les
deux composantes connexes de O(d);. Le groupe SO(d);s, est déployé et le groupe
SO(d)an ne lest pas.

Dans cet article, nous fixons un entier n > 1. On suppose

p>6n+4.

Cette borne est reprise de [8] (dans cette référence, on a écrit p > 6n + 4
mais c’est équivalent puisque p est premier). Nous considérons la construction ci-
dessus (sur F') pour d = 2n+ 1 et n = 1. On a donc deux couples (Vis, Qiso)
et (Van, Qun) définis sur F'. Concrétement, fixons un élément € € 0% — 0”2, Pour
un indice § = iso ou an, il y a une base {v1,...,v9,41} de V; telle qu'en notant
v = Zi:l,..‘,Qn 41 Z:v; la décomposition d’'un élément v € V} dans cette base, on ait

sl Jj = iSOa Qiso(va U) = $31+1 +2 Zizlv._,n Tilon+2—i,
si § = an, Qun(v,v) = wat + &y — {wag, .y +2 Dico, . Til2nt2—i-
On pose simplement Gy = SO(Qy).
Nous introduirons divers objets relatifs a notre entier n fixé. On aura parfois
besoin des objets analogues relatifs a d’autres entiers. On les notera simplement

en ajoutant 'entier en question dans la notation. Par exemple G} peut aussi bien
etre noté G 4.
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1.2. Sous-groupes parahoriques maximaux.

Notons D(n) I'ensemble des couples (n’,n”) € N? tels que n’ + n” = n. Posons
Diso(n) = D(n) et Dy,(n) = {(n',n") € D(n);n"” > 1}. Soit § = iso ou an. Pour
(n’,n") € Dyg(n), on définit le réseau L, ,» C V; par

Ln/,n” =0U1 D - D 0Vapi1—n B WOV 2 _pi D - - - D WOV, 41,
ou {vy,...,v2,41} est la base introduite dans le paragraphe précédent. On a
L* _ —1 —1 )
! = w oD D oU D 0V;1 D---D 0V2n41

et les inclusions

WL:/,H” C Ln/m// C L:L','I’L”'
On pose loy11 = Ln/,n”/WLZ/,nm lopr = LZ,,n,,/Ln@nu. Comme on I'a dit en 1.1,
ces espaces sur [F, sont munis de formes bilinéaires symétriques et non dégénérées.

Leurs groupes orthogonaux sont respectivement O(2n’ 4+ 1) et O(2n");.

Remarque 1.1. Si f =iso et n” =0, [ = {0}. Dans ce cas, on supprime les
constructions relatives a cet espace.

On note Kfj?n,, le sous-groupe des g € Gy(F) tels que g(Lyy nr) C Ly o (ce
qui entraine aussi g(Ly, ) C L}, ). C’est un groupe compact et on note Ky, .
son radical pro-p-unipotent. Si f = iso et n” = 0, on pose simplement qu,o = Kio
et on a l'isomorphisme K, /K", =SO(2n + 1;F,). Hormis ce cas, Kin,,/K;j,mu
s'identifie au sous-groupe des éléments (¢, ¢") € O(2n' + 1;F,) x O(2n")4(F,) tels
que det(g’) det(¢”) = 1. On identifie ce groupe a SO(2n’ + 1;F,) x O(2n")4(F,)
par Papplication (¢, ¢”) — (¢’ det(g”),¢”). On note K:Lr/’n,,, resp. K, ., Uimage
réciproque dans Kff,m,, du sous-groupe SO(2n' + 1;F,) x SO(2n")y(F,), resp. du
sous-ensemble SO(2n' + 1;F,) x O~ (2n")4(F,).

Un élément de Gy(F) est dit compact si et seulement si le sous-groupe
qu'il engendre est d’adhérence compacte. On sait qu'un élément g € Gy(F') est
compact si et seulement si il existe (n/,n”) € Dy(n) et h € G4(F') de sorte que
h~'gh e Ky ..

1.3. Représentations de réduction unipotente.

Pour § = iso ou an, notons Irr;; l'ensemble des (classes d’isomorphismes de)
représentations admissibles irréductibles tempérées de G4(F'). Notons Irr, la ré-
union disjointe de Irry s, et Irrs 4.

On sait conjecturalement classifier I’ensemble Irr; de la fagon suivante. On
note Wr le groupe de Weyl de F' et Sp(2n,C) le groupe symplectique complexe
d’un espace de dimension 2n. Pour un homomorphisme

Y: Wp x SL(2,C) — Sp(2n,C),
on note S(v¢) le groupe des composantes du centralisateur dans Sp(2n,C) de
I'image de 1. C’est un produit fini de groupes Z/27Z et on note S(¢)¥ son groupe
de caracteres. On note z(1)) I'image naturelle dans S(1) de 1’élément central —1 de
Sp(2n,C). Alors Irr, est en bijection avec les classes de conjugaison par Sp(2n,C)
de couples (1, €), ou
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Y Wr x SL(2,C) — Sp(2n,C) est un homomorphisme dont la restriction a
W est semi-simple et d’image bornée et dont la restriction a SL(2,C) est
algébrique ;

€ est un élément de S(¢)Y.

On note (v, €) la représentation paramétrée par (1, €). Celle-ci appartient
a Irry so, TeSp. Irry oy, si et seulement si €(z(1))) = 1, resp. e(z(¢))) = —1.

Les représentations m(1), €) sont caractérisées par leur comportement par
endoscopie et endoscopie tordue. Nous y reviendrons en 2.1. Dans le cas ou f = iso,
la classification et ces propriétés relatives a I’endoscopie ne sont plus conjecturales :
elles ont été établies par Arthur, cf. [1] théoreme 2.2.1. La situation présente du
cas ff = an est peu claire.

Soit § = iso ou an et soit m une représentation admissible irréductible
de Gy4(F) dans un espace complexe E. Pour (n’,n"”) € Dy(n), le sous-espace
d’invariants EXv»" est de dimension finie et est stable par 'action du groupe
Kin,,. Notons m,,» la représentation de ce groupe dans cet espace d’inva-
riants. Elle est triviale sur K, . et se descend en une représentation du groupe
SO(2n' + 1;F,) x O(2n")4(F,), que I'on note encore , ,,». On sait définir la no-
tion de représentation unipotente de ce groupe fini. On dit que 7 est de réduction
unipotente si et seulement il existe (n/,n”) € Dy(n) tel que E*+" soit non nul
et que m, ,» soit unipotente. On sait qu’alors, pour tout autre (n’,n”) € Dy(n)
tel que E™wn" s0it non nul, 7, ,» est unipotente. On note Irry,, s I’ensemble des
(classes d’isomorphisme de) représentations admissibles irréductibles de réduction
unipotente de G4(F'). On note Irtypipy = Irryy N Irrypip . On note Irry,,, resp.
IrT4ynip, la réunion disjointe de Irry,ipiso €t de IrTypip an, Tesp. de IrTyymip.iso €t de
Irrtunip,cm .

Conjecturalement, 'ensemble Irry,,;, est classifié par les (classes de conju-
gaison des) couples (¢, €) comme ci-dessus vérifiant de plus la condition : la res-
triction de ¥ a Wpr est non ramifiée. Lusztig a effectivement classifié 1’ensemble
Irrunip par de tels couples (1, ¢€), cf. [6] théoreme 5.21.

On va décrire de fagon plus combinatoire I’ensemble des couples (v, €) qui
parametrent ’ensemble Irry,,,. Pour cela, introduisons quelques définitions. On
appelle partition une classe d’équivalence de suites décroissantes finies de nombres
entiers positifs ou nuls, deux suites étant équivalentes si elles ne different que par
des termes nuls. Pour une telle partition A = (A > Ay > .-+ > \.), on pose
S(A) = >_;o1..»A; et on note I(A) le plus grand entier j tel que A; # 0. Cas
particulier : on note ) la partition (0,...) et on pose I(#) = 0. On note multy
la fonction sur N — {0} telle que, pour tout i dans cet ensemble, multy (i) est le
nombre d’entiers j tels que A\; = ¢. On note Jord(X\) l'ensemble des ¢ > 1 tels
que multy(i) > 1. Pour N € N, on note P(N) l'ensemble des partitions A telles
que S(A\) = N. On note P*¥"(2N) I'ensemble des partitions symplectiques de
2N, clest-a-dire les A € P(2N) telles que multy(i) est pair pour tout entier i
impair. Pour une telle partition, on note Jordy,(A\) 'ensemble des entiers ¢ > 2
pairs tels que multy(i) > 1. On note P*¥™P(2N) l'ensemble des couples (A, ¢€)
ol A € PY™(2N) et e € {£1}/o7%»() — On sait que les classes de conjugaison
d’homomorphismes algébriques

p:SL(2;C) — Sp(2n;C)
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s’identifient aux orbites unipotentes dans Sp(2n;C) : & p on associe l'orbite de
I'image par p d’un élément unipotent régulier de SL(2; C). Ces orbites unipotentes
sont elles-mémes classifiées par P*¥™P(2n). Ainsi, & p, on associe une partition \ €
PvmP(2n). Inversement, pour toute telle partition A, fixons un homomorphisme
pa classifié par A. On note Z(\) le commutant de p, dans Sp(2n;C).

Considérons un couple (¢, €) paramétrant un élément de Irry,;,. A la
restriction p de ¢ a SL(2;C) est associée une partition A\ € P*¥™P(2n). Puisque
la restriction de ¥ a Wpr est non ramifiée, celle-ci est déterminée par 'image s
d’un élément de Frobenius. C’est un élément semi-simple de Z(\). Parce que la
restriction de ¥ a Wg est d'image bornée, les valeurs propres de s (considéré
comme un élément de GL(2n;C)) sont de valeurs absolues 1. On dit que s est
compact. Notons Z(A,s) le commutant de s dans Z(\), Z(\,s) son groupe de
composantes connexes et Z(\,s)" le groupe des caracteres de Z(\,s). On a les
égalités S(¢) = Z(\,s), S(¥)Y = Z(\,s)". Le terme e appartient a Z(\,s)".
La partition A étant fixée, il y a une notion évidente de conjugaison par Z(\)
du couple (s,€). On voit que l'ensemble des classes de conjugaison de couples
(1, €) s’identifie aux classes de conjugaison au sens que 'on vient d’indiquer des
triplets (A, s,€) vérifiant les conditions ci-dessus. On note Irry,,;, cet ensemble de
classes de conjugaison de triplets (A, s, €). Pour un tel triplet, on note 7(\, s, €) la
représentation associée par Lusztig au couple (1, €) associé au triplet.

Remarquons que, pour A € P¥™(2n) et s € Z(A), I'élément s définit
une décomposition de A. En effet, considérons les valeurs propres de s. Ce sont
+1 intervenant avec une multiplicité paire 2n™ > 0, —1 intervenant avec une
multiplicité paire 2n~ > 0 et un ensemble de couples (s;, Sj_l), J parcourant un
ensemble fini d’indices J, chaque s; étant un nombre complexe différent de +1,
et s; comme 5;1 intervenant avec une multiplicité m; > 1. Le commutant d’un
tel s dans Sp(2n,C) est

Sp(2nt;C) x Sp(2n~;C) x HGL(mj;C).
jeJ
L’homomorphisme p, prend ses valeurs dans ce commutant. Pour un groupe
H = GL(m;;C) ou Sp(2n*;C) ou Sp(2n—;C), la classe de conjugaison d’un
homomorphisme de SL(2,C) a valeurs dans H est déterminée comme ci-dessus
par une partition \; € P(m;) si H = GL(m;;C), resp. AT € P¥™(2n") si
H = Sp(2n™;C) et A= € P¥™(2n~) si H = Sp(2n—;C). Ainsi, a p, sont
associées des partitions AT, A\~ et A\; pour j € J. On a 'égalité

A= )\+ U™ UjGJ ()\J U )\j),
ou il s’agit de I'union usuelle des partitions. On vérifie facilement que Z(\,s)Y

s'identifie & {£1}70 %) x {£1}/ord(7) Si € € Z(\, 5)Y s’identifie ainsi & un
élément (et,e) € {£1}7rdwA") 5 {£11/ord(A7) on vérifie I'égalité

(1) e(z(v)) = ( H e+ ()t (0 H e (i)multa- (@)
i€Jordpp(AT) i€ Jordy, (A7)

ou 1 est ’homomorphisme associé a (A, s). Il résulte des constructions de Lusztig
que 7(A,s,€) est bien, comme on l'attend, une représentation de Gys,(F) si le
produit ci-dessus vaut 1 et de G, (F) s'il vaut —1.
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Un cas particulierement intéressant est celui ou s n’a pour valeurs propres
que +1 et —1, c’est-a-dire s> = 1. On IrTypip—quea le sous-ensemble des (A, s, €) €
Irr4ynip tels que 5?2 = 1. La construction ci-dessus 'identifie & celui des quadruplets
(AT e, A7, e7) tels que

il existe (nt,n~) € D(n) de sorte que (AT, e") € P¥"P(2n") et (A\7,e7) €
PP (2n7).

Si (A, s,€) correspond ainsi & (AT, €T, A7, €7), on note 7(A*, e, A7 e7) =

7(A, s,€). On note Irrynip—quaa 'ensemble de ces représentations.

1.4. Représentations elliptiques.

Notation. Pour tout ensemble X', on note C[X] I'espace vectoriel sur C de base
X.

Pour toute partition symplectique A, on a défini I'ensemble Jord,(X) des
entiers pairs ¢ > 2 tels que multy(¢) > 1. Pour tout entier & > 1, notons plus
précisément Jordy,(\) ensemble des entiers pairs i > 2 tels que multy (i) = k.

Notons €ll,,;, 'ensemble des quadruplets (AT, e™, A7, ¢7) vérifiant les condi-
tions suivantes :

il existe des entiers nt,n~ € N tels que n* +n~ = n, A\t € P¥™(2n") et
AT € PP (2n7) ;
pour ( =+ et i > 1, multy¢(i) = 0 si 7 est impair et multyc(i) < 2 si i est pair;
pour ¢ =+, € est un élément de {—1}77 %)
A un tel quadruplet, on associe I'élément mey (AT, et A7, €7) € C[Irryyni,y] défini
par

Well(/\—‘r, €+7 )\—’ 6_) — 2—|J0Td§p(/\+)‘—\JOrdgp(A7)| Z H 6/+<Z_)

E/+,€/7 ieJOngp(A+)

[T ¢ G))rrtetaen),

i€Jordg, (A7)

ol la somme porte sur les (7, ¢ ™) € {£1}70dr(A7) 5 {£1}/0rdn(A7) tels que, pour
¢ =+ et i€ Jordy,(\), on ait €(i) = €(i). On note Ell,n;, I'ensemble de ces
représentations ey (AT, €T, A7, €7) pour (AT, et A7, e7) € Ellypp.

Une représentation ey (AT, e, A7, €7) est elliptique au sens d’Arthur, cf. [2]
paragraphe 3. Plus précisément, Ell,,; est exactement I’ensemble des représen-
tations elliptiques de réduction unipotente des groupes Gis(F') et Gun(F) (la
définition des représentations elliptiques dépend de certains choix; on veut dire
que l'on peut effectuer ceux-ci de sorte que 'assertion ci-dessus soit vraie).

1.5. L’application de restriction, les espaces RF" et RPe9l°b,
Pour tout n’ € N, on note C!, le sous-espace de l'espace des fonctions sur
SO(2n' + 1;F,) (a valeurs complexes) engendré linéairement par les traces de
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représentations unipotentes de ce groupe. Pour § = iso ou an et pour tout entier
n” > 1, introduisons 'espace des fonctions sur O(2n")¢(FF,) engendré par les
traces de représentations unipotentes. Pour ( = &+, on note C’;;,C,m I’espace des
restrictions & O¢(2n”)3(FF,) des fonctions de 'espace précédent (ou encore le sous-

espace des éléments de cet espace précédent qui sont nuls sur 'autre composante
O~¢(2n")4(F,)). On pose

,=CF eC, . ®C.t

n’ n'’ jiso n'’iso n'’ ,an

B Clr -

Dans le cas ou n” = 0, on pose formellement C{f = C't = C. On pose

0,is0

R = P CLeCl.

(n/,m")eD(n)

Les espaces C), etc. sont naturellement munis de produits hermitiens définis
positifs. On en déduit un tel produit sur RP*".

Soit § = iso ou an, soit (n',n") € Dy(n), soit ( = £ (avec ( = + si
f =iso et n” = 0) et soit ™ € Irryppy. On a défini la représentation m, ,» de
SO(2n'+1;F,) x O(2n")4(F,). On note Resfl,’n,,(ﬂ) la restriction a la composante
SO(2n' +1;F,) x O§(2n”) (F,) de la trace de m,, ,». Cette fonction s’identifie a un
élément de C7, ® C’”// 4» donc a un élément de RP*". On note Res(7) la somme des

Res’, () sur les triplets (n/,n”, () soumis aux restrictions indiquées ci-dessus.
Cela définit une application Res : Irr,,;, — RP*". Cette application se prolonge en
une application linéaire Res : C[Irry,,] — RP*".

Considérons un entier m € {1,...,n}, posons ny = n —m. Notons CF=(m)
I'espace de fonctions sur le groupe fini GL(m;F,) engendré par les traces de
représentations unipotentes. On définit deux applications linéaires

m

res),, resy, 1 RPY — COL™) g Rpar

de la fagon suivante. Considérons une composante Cl® C’”gﬁ de RP*" . Sin' <m,

res, est nulle sur cette composante. Si n’ > m, on introduit un sous-groupe
parabolique P de SO(2n' + 1) dont une composante de Levi est isomorphe a
GL(m) x SO(2n' — 2m + 1). L’application module de Jacquet envoie C!, dans

CEEm) @ ¢, et elle ne dépend pas du choix de P. Alors res/, est égale sur

n'—m

Cl,® C’”Ctj a Papplication
Ol @ Oy — CM™ @ Ol @ Ol
TL
prodult tensoriel de lapphcatlon precedente et de 'identité de C ”gﬁ Si f = iso
et n” <m ousif=an et n” < m, res! est nulle sur notre composante. Sinon,
on introduit comme ci-dessus un sous-groupe parabolique P de O(2n"); dont une
composante de Levi est isomorphe a GL(m) x O(2n” — 2m);. On a de nouveau

une application module de Jacquet C.;, — CGLm) & C’,’;S dont on déduit
I’application

_m7ﬁa

Ll ®Clyy — COHM g Ol @ O
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On note RP9°b ]e sous-espace des éléments ¢ € RPY" tels que res, (¢) =
res. (¢) pour tout m € {1,...,n}. On note res,, la restriction a ce sous-espace de
I'une ou l'autre des applications res), ou res!, . C’est une application linéaire

res,, | Rpar,glob N CG’L(m) ® Rﬁ%r'

Elle prend ses valeurs dans C“H™ g Rﬁ%"gl"b. En effet, pour r € {1,...,no},
notons res;, . la composée de res,, et de I'application res, définie sur R5¢". On
définit de fagon similaire I'application res), .. On voit que ces deux applications

sont composées de res’ resp. res’ et d'une application module de Jacquet de

m4r) m+r)
CELMHT) dans C9LM @ CYLI | 1égalité res), ., = resl, , sur RPU9 entraine
I'égalité res, . = res;, ., d’out notre assertion.

On vérifie que 'application Res introduite plus haut prend ses valeurs dans
Rparglob  Plus précisément, soient m € {1,...,n}, § =1is0 ou an et T € Irrynipy-
Introduisons un sous-groupe parabolique P de Gy dont une composante de Levi
soit isomorphe & GL(n) x G,y (en supposant m < n si § = an). Notons my; le

module de Jacquet de 7 relatif & P. On a une application Res" : C[IrTynips] —
CELM & RPe™ similaire a Res. On a 'égalité

(1) res,, oRes(m) = Res™ (mar).

Cela résulte directement de [9] proposition 6.7. Dans le cas ou § = an et m = n,

on a res,, o Res(m) = 0.

Dans les espaces C), et 07/1/5}:17 on sait définir le sous-espace des fonctions

cuspidales et la projection orthogonale sur ce sous-espace, que 'on note proj,,, -

"+

Lisos correspondant au

Remarque 1.2. Dans le cas particulier de 1'espace C'
groupe SO(2);5, ~ GL(1), cette projection est nulle.

On note REZC, le sous-espace des éléments de R dont toutes les composantes
sont cuspidales. Des projections précédentes se déduit une projection proj,s, :

RpPr — ngggp. L’espace R.ysp est inclus dans RPargleb  Pour tout entier m > 1, on

note aussi CH=™ le sous-espace des éléments cuspidaux de CEL0™ | On sait qu'il
est de dimension 1. Notons P(< n) Pensemble des partitions m = (my, ..., m;)
telles que S(m) < n. Soit m = (mq,...,m;) € P(< n), posons ng =n — S(m).
En itérant la construction précédente, on obtient une application linéaire

. ppar,glob par,glob .__ ~GL(m1) GL(my) par,glob
resm : R — REargiob .= M) @ . @ CGHIM) @ REATIIOD,
On pose

Rrar  — OGLIM) & ... g OGLUM) & Rpar ~ RPar

m,cusp cusp cusp n0,CUSP nQ,cuUSp*

On dispose aussi des projections cuspidales de RP?" sur RP" et de CGLMy)

no,cusp
GL(m; . . . . . .
sur C’cus}(7 ) On note Proj.,s, Ces projections ainsi que les produits tensoriels de

telles projections. On a donc une application linéaire

m,cusp’

(2) Rpar,glob N @Rpar
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qui est la somme des applications proj.,, oresy, sur toutes les partitions m €
P(< n). On vérifie facilement que c’est un isomorphisme.
La restriction de l'application proj,,, o Res au sous-espace C[Ell ;] de

ClIrryunip) est un isomorphisme de ce sous-espace sur l'espace RZ, cf. [8] 4.2 et
5.4.

Remarque 1.3. On peut définir 'application res,, pour toute suite d’entiers
positifs m = (my,...,m;) telle que my+---4+m; < n (on n’a pas besoin que m soit
une partition, c’est-a-dire que my > --- > m; ). Mais, pour une telle suite, resy, se
déduit par permutation des facteurs de res,,, ot m’ est la partition associée & m,
c’est-a~dire celle qui a les mémes termes que m, ordonnés de facon décroissante.

1.6. Egalité de restrictions aux éléments compacts.
On va considérer deux situations auxquelles s’appliqueront le lemme ci-dessous.
Dans le cas (A), on considere un triplet (A, s,€) € Irryyn;,. On pose m =
(A, s, €). On sait décrire le groupe Z(\). C’est le produit des Sp(multy(7); C) pour
i € Jord(\) impair et des O(multy(i); C) pour i € Jordy,(\). Ainsi, I’élément
s € Z(\) se décompose en produit de s; pour i € Jord(\). Fixons iy € Jord(\)
et supposons que s;, ait une valeur propre z # £1 (il a donc aussi la valeur propre
z71). On peut alors fixer une décomposition

CQn — C2i0 D C2n—2io

qui soit stable par s et par ’lhomomorphisme p,, de sorte que les composantes s
et p de ces termes a valeurs dans la premiére composante CZ%o vérifient :

s a pour valeurs propres z et z~!, chacune avec multiplicité i ;
p est paramétré par la partition (g, ig).

On note sy et py les composantes de s et p, dans l'autre composante
C?~20 et on note )\ la partition associée & py. On note 5 I’élément qui agit comme
so dans cette deuxieme composante mais qui agit par l'identité sur la premiere
C?%0. Si iy est impair ou si iy et pair et s;, admet la valeur propre 1, on voit que
le groupe Z(\, 5) est isomorphe a Z(\, s). L’élément € s’identifie & un élément de
Z(\,5)Y, le triplet (A, 5, €) appartient & Irry,:;, et on pose T = (A, S§,¢€). Si g
est pair et s;, n’a pas 1 pour valeur propre, le groupe Z(\,S) est plus gros que
Z()\,s). Plus précisément, le deuxieme s’identifie & un sous-groupe d’indice 2 du
premier. Il y a deux prolongements du caractere € au groupe Z(\, 5), que I'on note
€ et €. On pose m=m(A,5,€)+7m(A 5 €). Cest un élément de ClIrrsyyp) -

Dans le cas (B), on considere un entier iy > 1, deux partitions symplectiques
At et A~ et des éléments e € {1}/ ot ¢ € {41}/ (A7) On suppose
2n = 2ig + S(AT) + S(A7). On pose A\t = At U {ig,ig}. Si ip est impair ou si
ip est pair et multys(ig) > 1, on a Jordy,(A\Y) = Jordy,(\*) et € est aussi
un élément de Jordy,(AT). On pose m = w(AT,eF,A7,€7). Si 4o est pair et
multys (i) = 0, on a Jordy,(\*) = Jord,,(AT) U {ip}. Il y a deux prolongements
de & en des éléments de Jord,,(A*), que 'on note €+ et € *. On pose 7 =
T(AT, € A7 e )+ (AT, €, A7, €7). On pose A\~ = A~ U {idg,4p}. Si io est impair
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ou si 4y est pair et multy-(ip) > 1, on a Jordy,(A\~) = Jordy,(A\~) et ¢ apparait
comme un élément de {£1}/°7%»*") On pose & = w(AT, e, A7, €7). Si 4 est pair
et multy-(ig) = 0, on a Jordy,(A\~) = Jordy,(A\~)U{ip} et il y a de nouveau deux
prolongements de ¢~ en un élément de {£1}7°% (") que 1'on note €~ et € -
On pose @ = (AT, et, A=, &) +7(At, e, e ).

Lemme 1.4.  Dans les deux cas (A) et (B) ci-dessus, on a [’égalité Res(m) =
Res(7) .

Remarque 1.5. On peut considérer des situations similaires a celles ci-dessus
mais ot I'on échange les roles des valeurs propres 1 et —1 dans le cas (A), ou des
exposants + et — dans le cas (B). Evidemment, le lemme vaut aussi dans ces cas.

Ci-dessous et dans la suite, on utilise la notation suivante : pour tout entier
m > 1, on note st,, la représentation de Steinberg de GL(m; F').

Preuve. On considere d’abord la premiere situation. Notons f 'indice tel que
nos représentations soient des représentations de Gy(F'). Introduisons un sous-
groupe parabolique P de Gy de composante de Levi

M = GL(Z()) X Gn—io,ti-
On a introduit les termes sy et \g. Soit €y € Z(\g, s9)" . On définit la représentation
7o = (Ao, So, €0) de Gn_jo4(F). Pour y € iR, notons nly] = st;,(|.|% o det) x m
la représentation de Gy4(F') induite a I'aide de P de la représentation

sty (|.|% o det) ® my de M(F).

Posons z[y] = ¢ Y. Introduisons un élément semi-simple s[y] du commutant
de I'image de py qui agisse comme sy, dans C?"~2% et dont les valeurs propres
dans C*° soient z, et z, ', chacune avec multiplicité 4o. Le groupe Z(Ao, so) est
naturellement un sous-groupe de Z(A, s[y]), d’ott un homomorphisme de Z(\g, so)
dans Z(A, s[y]). On vérifie que c’est un isomorphisme sauf si i est pair, z, = %1
et sp n'a pas z, pour valeur propre. Dans ce cas particulier, Z(\o, so) est un
sous-groupe d’indice 2 dans Z(\, s[y]). En tout cas, il est connu que l'image de
7[y| dans le groupe de Grothendieck des représentations lisses de longueur finie de
Gy(F) est égale a la somme des m(A\, s[y], €[y]), ou I'on somme sur les caracteres
ely] de Z(\, s[y]) dont la restriction a Z(\g, So) est € (cf. par exemple [11] lemme
3.8).

Choisissons maintenant y tel que ¢~¥ = z. Alors on peut supposer sly| = s.
Puisque z # 1, les deux groupes Z(\o, o) et Z(\,s) sont égaux et on choisit
pour €y le caractere de Z(\g, sg) auquel s’identifie €. D’apres ce qui précede et la
définition de 7, 7[y] est notre représentation 7 tandis que 7[0] a pour image dans
le groupe de Grothendieck notre représentation 7. Il suffit donc de prouver que,
pour y € iR, Res(w[y]) ne dépend pas de y. Ce terme se déduit des restrictions de
la représentation w[y| aux différents groupes Kfj’n,,. Ces restrictions s’identifient
a des représentations de dimension finie de groupes finis, que l'on peut écrire
> P m(y, p)p, ou p parcourt les représentations irréductibles du groupe en question
et les multiplicités m(y, p) sont des entiers positifs ou nuls. Il est clair que les
caracteres de ces représentations varient continiiment en y, ce qui entraine que les
multiplicités m(y, p) aussi. Comme ce sont des entiers, il sont constants en z. Cela
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démontre le lemme dans le cas (A).

Traitons maintenant le cas (B). Notons (A, so, €) I'élément de Irr,, i tunip
auquel s’identifie le quadruplet (A*, €7, A7, ¢7). On fixe un nombre complexe z #
+1 de valeur absolue 1. On introduit la partition A = (ip, i) et un élément s €
Z(A) ayant deux valeurs propres z et z71. On note (), s) la somme directe, en un
sens évident, de (A, s) et (Ao, So). On a 'égalité Z(\, s) = Z(\o, So) et € peut étre
considéré comme un élément de Z(\, s)¥. On pose alors IT = (), s, €). Appliquons
le cas (A) aux données A, s, €, a l'entier iy et a la valeur propre z de s;,. On en
déduit un élément de C[Irts,,;,] que 'on note IIT (pour le distinguer du 7 dont
on dispose déja). On vient de démontrer que Res(II) = Res(IT*). Mais on voit
que, par construction, II* n’est autre que le présent 7. Donc Res(II) = Res(m).
Maintenant, on applique le cas (A) aux mémes données, mais en échangeant les
roles des valeurs propres 1 et —1, ce qui est loisible ainsi qu’on ’a remarqué.
On obtient un autre élément 11~ et 'égalité Res(II) = Res(II7). De nouveau,
par construction, on a I'égalité II- = 7. Donc Res(II) = Res(7), puis 1'égalité
Res(m) = Res(7), qui acheve la démonstration. ]

1.7. L’involution de Aubert-Zelevinsky.

Soit § = iso ou an. On sait définir une involution D du groupe de Grothen-
dieck des représentations admissibles de longueur finie de Gy(F), qui généralise
I'involution introduite par Zelevinsky dans le cas du groupe GL(n), cf. [3] ou [10]
paragraphe II1.3. Dans la littérature, on trouve deux définitions de cette involu-
tion, qui different par des choix de signes. Pour 'une des définitions, elle conserve
I’ensemble des représentations irréductibles, pour ’autre elle ne le conserve qu’au
signe pres. Nous adoptons la premiere définition, que nous rappellerons dans la
preuve ci-dessous.

Pour un groupe SO(2n' + 1) ou O(2n”); défini sur F,, on sait définir
une involution similaire. En général, pour tout groupe réductif connexe défini sur
F,, on dispose d'une telle involution, cf. [4] 8.2. La définition a été étendue aux
groupes non connexes, comme l’est notre groupe O(2n”);, par Digne et Michel,
cf. [5] définition 3.10. En fait, il ne s’agit pas véritablement d’une involution pour
tout le groupe, mais d’une famille d’involutions pour chacune de ses composantes
connexes. C’est-a-dire que, dans notre cas, il y a une involution pour la composante
SO(2n"); (qui est bien str celle de [4] 8.2) et une involution pour la composante
O~ (2n")y. Les deux sont données par des formules tres similaires, on renvoie pour
celles-ci a [5]. Toutefois, nous modifions les définitions des références citées par des
signes, cf. formule (5) ci-dessous, pour la méme raison que ci-dessus : nous voulons
que ces involutions conservent I’ensemble des représentations irréductibles.

Par produit tensoriel et sommation, des involutions sur les groupes finis
se déduit une involution DP* de RP*. On sait que les involutions en question
commutent en un sens convenable a I'application module de Jacquet. Il en résulte
que DP?" conserve I'espace RPI-9l00

Lemme 1.6.  On a l’égalité DP*" o Res = ResoD.
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Preuve. Fixons (n',n”) € Dy(n) et une représentation 7 € Irry,;, . On a défini
en 1.3 la représentation m, ,» de Gy(F,), ou Gy = SO(2n'+1) x O(2n");. Notons
D T'involution de I’ensemble des représentations de G¢(IF,). On doit prouver que
D (7 ) = (D(7) ) s -

Notons P, le sous-groupe parabolique minimal de G formé des éléments
qui, avec les notations de 1.1, stabilisent les drapeaux de sous-espaces

}71'1}17 F’Ul@FUQ,...,FleB"‘EBF’Un,Si ﬁ:?;SO,
Fuy, Fuo® Fug,...,Foo®---@® Fu,, si § =an.

On note M,,;, sa composante de Levi < évidente >.

Les sous-groupes paraboliques standard de Gy, c’est-a-dire contenant P,
sont en bijection avec les multiplets d’entiers m = (mq,...,my,ng), ou t € N,
m; > 1 pour tout j € {1,...,t}, ng +Zj:17."’tmj =mnet nyg >0 sif=1iso,
ng > 1 si § = an. On note P, le sous-groupe parabolique standard associé a m
et My, sa composante de Levi standard, c’est-a-dire contenant M,,;,. On a un
isomorphisme

My >~ GL(my) X -+ x GL(my) X Gy 4-

Par définition, on a 1’égalité suivante, que I'on expliquera ci-dessous :

(1) (=1)"@D(r) = Y (=) Ind}, oresF ().

m

Par “égalité”, on veut dire ici que les deux membres ont méme image dans le groupe

de Grothendieck des représentations admissibles de longueur finie de G4(F"). On

a noté IndJGgfn le foncteur d’induction parabolique et 1resg:i1 le foncteur module de

Jacquet. On a noté t(m) l'entier ¢ qui figure dans la donnée m. Enfin, n(w) est
un entier dépendant de 7 et qui est choisi pour que D(m) soit irréductible. Il se
calcule ainsi : on réalise 7 comme sous-quotient de I'induite d'une représentation
irréductible cuspidale d’'un espace de Levi M de Gy ; alors n(7m) est la différence
entre le rang semi-simple de Gy et celui de M.

Fixons =(my, ..., my, ng), notons

a G
Tm = Indp? oresp’ ()

et calculons (7m ), »~ . Cette représentation est une somme indexée par les doubles
classes Pm(F)\G4(F)/KZ .. On voit que cet ensemble de doubles classes est in-

7'7/771” .

dexé par 'ensemble X, des couples de multiplets d’entiers m’ = (m/, ..., m}, ny),
m” = (mf,... ,m{ n)) vérifiant les conditions suivantes :
pour tout j = 1,...,t, mj,mj >0 et m; = mj +mf;

no=ng+ng, ng >0, ng>0sif=isoet ng>1sif=an;
! / / " __ " "
no=ng,+ Zj:l,...,t m;, T =ng + Ej:l,...,t m;.
Ainsi, on a une égalité (mm ) nr = Z(m/,m”)eXm Tm/ m -
Fixons un couple (m’,m”) € X,,. Il détermine plusieurs sous-groupes.

D’une part un sous-groupe parabolique P , de SO(2n'+1), dont une composante
de Levi M, est isomorphe a

GL(m}) x .-+ x GL(m}) x SO(2n; + 1),
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et un sous-groupe parabolique P}, de O(2n");, dont une composante de Levi
M, est isomorphe a

GL(m]) x -+ x GL(my) x O(2ng)s.

On pose Puymr = PL, x P2, et My mr = M/, x M”, Le couple (m’,m”)
détermine d’autre part un sous-groupe compact Ky m de My (F'), qui est produit
de sous-groupes des diverses composantes. Le sous-groupe de Gy, ;(F) est (a
conjugaison pres) K:g,ng' Pour j = 1,...,t, le sous-groupe de GL(m;;F) est
un sous-groupe parahorique dont le groupe résiduel associé est isomorphe a

GL(m}) x GL(mj).

La représentation mpy s de SO(2n' 4+ 1)(F,) x O(2n”)4(F,) associée a (m’, m")
s’obtient de la fagon suivante. Par un procédé analogue a celui de 1.3, le groupe
K= ., de ce paragraphe étant remplacé par K=,

n',n m’ m’
G s . +
respt (m) de Mp(F) une représentation du groupe résiduel de K7, .. Par per-
mutation des facteurs, cette représentation devient une représentation oy m» de

on déduit de la représentation

My m (Fy) . Alors Tpy mr = Indg'ﬁ (0w mr). D’apres [9] proposition 6.7, oy m

n’est autre que 'image de 7,/ ,» par le foncteur module de Jacquet 1resl(\;/[n . - 0On
obtient 7

(2) (ﬂ—m)n’,n” — Z Indgﬁn, " (e) I‘eSS/Iﬁm, o (ﬂ-n/,n”)-
(m’,m")eXm ’ ’
Notons X I’ensemble des couples de multiplets d’entiers ' = (1, ..., 7}, 1)),
v’ = (r{,...,rp,,ng) tels que
i > 1 pour tout j=1,...,t et 7/ > 1 pour tout j =1,...,¢";
n620, ng >0 sif=isoet ng>1 51jj—an
n/:”6+2j:1 trjﬂ —”0"‘231

Evidemment, a tout tel couple, on peut associer comme ci-dessus un sous-
groupe parabolique P, et sa composante de Levi M ,». Un couple (m’,m”) €
Xm nappartient pas toujours a I'ensemble X car des composantes m ou mj
peuvent étre nulles. Mais, en supprimant les termes nuls, on obtient un élément
(r',v") € X et, évidemment, les paraboliques et groupes de Levi associés a
(m’,m”) et (r',r”) sont les mémes. On peut donc récrire (2) sous la forme

G G
(Wm)n’,n” - Z Im(r/’ I'//) Inde/,r// ° reSMﬁrQr// (ﬂ-n',”")7

(r',r'"eXx

ol Ty (r',r”) est le nombre des éléments (m',m”) € X, égaux a (r',r”), a des
termes m’; ou mj nuls prés. En utilisant (1), on en déduit

G G
(—1)n(7r)D(7T)n’,n” = Z ZE(I‘,, r//) Inde/’ru o reSMﬁr/,w (ﬂ-nlmu),

(r',r'"eXx
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ou

On prouvera plus loin 'égalité
(3) LE(I‘I, r//) — (_1)t’(r’)+t’/(r’/)’

t'(r') et ¢"(r") étant évidemment les entiers t' et t” figurant dans les données 1/,
r”. En utilisant cela, on obtient

(4) (_1)n(7r)D<7T)n/ o = Z (_1)t’(r’)+t”(r”) Ind(g’j”r” 1) resf/lﬁr/7rl/ (ﬂn/mu).
(r',r'"eXx

Soit p une composante irréductible de 7,/ ,,». On a alors une formule simi-
laire a (1) :

o _ . /r/ 1 r/l n OreS
(5)  (~)"PD(p)= Y (~)!OH I ImAZE oresyt  (p),
(I‘/J'")EX ' '

I'entier n(p) étant ici aussi choisi pour que D(p) soit irréductible (cet entier se cal-
cule de la méme fagon que n(w)). Cette formule n’étant pas tout-a-fait immédiate,
expliquons-la. Elle résulte d’une formule similaire pour les groupes SO(2n' +1) et
O(2n");. Pour le premier et aussi le second quand § = an, il n’y a pas de probleme,
c’est bien la formule de définition de I'involution. Considérons le cas d’un groupe
O(2n");s0, avec n” > 0 (sinon le groupe disparait). Traitons chacune des compo-
santes, en commengant par SO(2n");s,. Les sous-groupes paraboliques standard
de ce groupe ne sont pas en bijection avec nos données r”. Pour paramétrer ces

: 9 14 " ! " "
sous-groupes, on doit d'une part ne considérer que des r” = (r{,..., 7/, nj) telles
que ng # 1 (car les sous-groupes paraboliques définis par (r{,... 75, ng = 1) et
(r{,...,rp,1,ng = 0) sont les mémes). D’autre part, si nj =0 et 7y, > 2,ily a

deux sous-groupes paraboliques associés a r”’, qui sont conjugués par un élément de
O~ (2n");50(F,) mais pas par un élément de SO(2n”);s,(F,). Considérons le second
probleme, soit v/ = (7,...,r},,ny = 0) avec 7}, > 2. Dans la définition de I'invo-
lution interviennent les induites & SO(2n");5,(IF,) & partir des deux sous-groupes
paraboliques en question. D’apres leur définition, les représentations que 1’on in-
duit sont conjuguées par I'élément de O~ (2n");5,(F,) qui échange les deux para-
boliques. Dans la formule similaire a (5) intervient la restriction a SO(2n");s,(F,)
de I'induite de P, (F,) & O(2n");s(F,) de I'une ou l'autre de ces représentations.
Mais, parce que ny = 0, P, ne coupe pas la composante O~ (2n");s, et la res-
triction a SO(2n");5,(F,) de cette derniere induite se décompose naturellement
en deux induites qui ne sont autres que les précédentes. Considérons mainte-
nant le cas d'une donnée " = (r{,...,r},,ng = 1). Introduisons l'autre donnée
v = (rf,...,r},1,ny = 0). Dans la définition de I'involution intervient le pro-
duit de (—=1)"*! et d'une induite de PZ,(F,) & SO(2n");s,(F,) d'une certaine
représentation. Par construction de celle-ci et parce que le normalisateur de PZ,
dans O~ (2n");s,(FF,) est non vide, cette représentation est invariante par ce norma-
lisateur. Dans la formule similaire & (5) intervient d'une part le produit de (—1)""*!

et de la restriction & SO(2n");4,(F,) de 'induite de P, (F,) & O(2n");s(F,) de la
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méme représentation. D’apres la propriété d’invariance ci-dessus et le fait que PZ,
ne coupe pas O~ (2n");,,, on obtient 2 fois la contribution de r” a la formule de I'in-
volution. Mais, dans la formule similaire & (5), il y a aussi le produit de (—1)*" et de
la restriction a SO(2n");5,(F,) de I'induite de PZ,(F,) a O(2n");s,(F,) de la méme
représentation, prolongée en une représentation de M7, (F,). Cette fois, P/, coupe
O~ (2n");s, et on obtient —1 fois la contribution de ¥ a la formule de I'involution.
Comme 2 — 1 = 1, les deux formules coincident. La comparaison des formules
pour la composante O~ (2n");s, est similaire. Cette fois, I'involution est définie en
induisant a partir des normalisateurs dans O~ (2n");5,(F,) des sous-groupes para-
boliques de SO(2n");s, pour lesquels ce normalisateur est non vide. Les données
v = (r],...,rj,,ny = 0) avec 7}, > 2 disparaissent, leurs deux sous-groupes pa-
raboliques associés ne vérifiant pas cette condition. Une telle donnée intervient
dans la formule similaire a (5) par la restriction a O~ (2n");s,(F,) d’une certaine
induite de PZ,(F,) a O(2n");s,(F,). Parce que P, ne coupe pas O~ (2n");s,, on
voit que l'action de O~ (2n");s,(F,) permute deux sous-SO(2n");s,(F,)-modules
de I'induite et une telle représentation de O~ (2n");s,(FF,) est de trace nulle. Enfin,
pour une donnée r” = (r{,...,r},,ng = 1), il intervient dans la formule de l'in-
volution une induite & partir du normalisateur dans O~ (2n");s,(F,) de P%,, avec
la méme notation que plus haut. Or ce normalisateur est justement l'intersection
O~ (2n");50(F,) N PL,(F,). On voit que les deux formules se réconcilient encore.
Ces considérations justifient la formule (5).

En vertu de (4) et (5), pour prouver I’égalité cherchée D (7, ) = D(70)ps o,
il suffit de prouver que, pour toute composante irréductible p de m, ,», on a
Iégalité (—1)"(™ = (—1)"#) Cela résulte de la définition par la méthode de Lusztig
des éléments de Irry,;, ;. En fait, ces signes se calculent, ils valent (—1)" si § = iso
et (—=1)"! si = an, cf. [§] corollaire 5.7.

Cela acheve la démonstration, a ceci pres qu’il nous reste a prouver 1’égalité
(3). Considérons un couple v’ = (r,..., 7, ng), v = (r{,..., v/, ny) appartenant
a X. Les données ¢, m’ et m” intervenant dans la définition de z(r’,r”) se
construisent de la fagon suivante. On considere un entier ¢ > sup(t',t") et deux
sous-ensembles Y’ Y” C {1,...,t}. On suppose que Y’ resp. Y a t—t' éléments,
resp. t — t”. Notons iy,...,iy les éléments de {1,...,t} — Y’. On définit m’
par m; = r, pour k = 1,...,t et m’, = 0 pour j € Y'. On définit de facon
similaire m”, en utilisant I’ensemble Y & la place de Y. Pour tout j =1,...,t le
terme m; = m’; +mJ doit étre non nul. Cela équivaut évidemment a la condition
Y'NY” = (. On voit qu'elle ne peut étre réalisée que si ¢t < t' + ¢”. Pour
t € {sup(t',t"),...,t' +t"}, on obtient que

Z T (I‘/, I'”)

m;l(m)=t

est le nombre de couples (Y’,Y”) comme ci-dessus. Ce nombre est le produit du

nombre de sous-ensembles Y’ a ¢t — ¢’ éléments de {1,...,t} et du nombre de
sous-ensembles Y a t — ¢ éléments de {1,...,t} —Y’. C'est-a-dire
t! t'! t!

=) (=t +t =) (=) — )+t — 1)
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D’ou
t!

(v, ") = <_1)t(t — )=t + 1 — 1))

t=sup(t’',;t")...,t' +t"

Supposons t' >t pour fixer la notation. On remplace t par t' 4+ u. Alors z(r’,r")
est la valeur en X =1 du polynome

/ t' +u)! '
PX) = u;ﬂ,(_”t i t(” n u)!)(t” g
En posant .
Q(X) = 2 ’t”(—l)t,ﬂm)ﬁ,w,
on voit que P(X) = (5%)"'Q(X). Or on calcule

o) = “Wxra - xy.

t"
On voit que (&) Q(X) est la somme de (—1)"*" et d’un polynome divisible par
(1—X). Donc la valeur en 1 de (-%)"'Q(X), c’est-a-dire de P(X), vaut (—1)***".
Cela prouve (3). -

1.8. Les espaces R et R,

Pour tout groupe fini W, on note W l'ensemble des classes de représenta-
tions irréductibles de W . En identifiant une telle représentation a son caractere,
Pespace C[WW] s’identifie & celui des fonctions de W dans C qui sont invariantes
par conjugaison.

Soit N € N. On note Gy le groupe des permutations de 1’ensemble
{1,...,N}. On note sgn le caractere signe usuel de Sy. Les classes de conju-
gaison dans &y sont paramétrées par P(N). On note w, un élément de la classe
paramétrée par « € P(N).

Pour un entier & > 1, notons Py(N) l'ensemble des familles (o, ..., ax)
de partitions telles que S(ay) + -+ + S(ag) = N. Dans la suite, on utilisera des
variantes de cette notation, par exemple P;Y"*(N). On note Wy le groupe de Weyl
d’un systeme de racines de type By ou Cy (avec la convention Wy = {1}). On
note sgn le caractere signe usuel de Wy et sgn.p le caractere dont le noyau est le
sous-groupe WL d’un systéme de racines de type Dy . Les classes de conjugaison
dans Wy sont paramétrées par les couples de partitions («, 3) € Po(N). On note
Wes un élément de la classe ainsi paramétrée. On a sgn(wag) = (—1)VTUY et
s (tag) = (—1)1).

On note I' (ou plus précisément I',) Pensemble des quadruplets v =
(r',r" N’ N") tels que

TJENa 7“”€Z7 NIGN, NHGN, r,2+T/+N/+TU2+NN:n_

Pour un tel v, on pose R R
R(v) = C[Wn'] ® C[Wyr].
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On définit

R=ERM).

vyel

Chaque espace C[WN] est naturellement muni d’un produit hermitien défini
positif. On en déduit un tel produit sur l'espace R.

Soit m € N avec 1 < m < n. Pour un entier N > n, le groupe &,, x Wx_,,
apparait comme sous-groupe < de Levi > de Wy et il y a une application linéaire
de restriction A R )

res,, : C[Wy] = C[S,,] @ C[Wx_].

Pour ¢ € C[Wy], 1€ P(m) et (a,3) € Po(N —m), on a Dégalité
resm (@) (wy X Wa,p) = P(Wpa,s) -

On construit des applications linéaires

~

res! : R — C[6,,] @ Ry_m

res’

m?

de la fagon suivante. Soit v = (+/,7", N', N") € T',,. Si N’ < m, res,, est nulle sur
R(vy).Si N'>m,~ = (r',r", N'—m, N") appartient a [',_,,. L’application res/
envoie R(7y) dans R(7') et coincide sur R(7y) avec le produit tensoriel de

resy, : C[Wa] = C[6,,] @ C[War_p]

et de l'identité de C[IWyn]. L’application res”, est similaire, en permutant les roles
des ' et ”. On définit R’ comme I’ensemble des éléments de R qui, pour tout
m, ont méme image par les deux applications res] , res . On note

res,, : R — C[ém] @ Royem

I’application commune res!, = res!” . On voit que res,, envoie R dans (C[(%m] ®
R (la preuve est similaire & celle de 1.5 concernant I'espace RP#91V).

On note Ryusp le sous-espace des éléments de R annulés par toutes les
applications res!, et res” . Il est inclus dans R9’. On note Proj.,s, la projection
orthogonale de R sur Reysp. L'espace Reysp se décrit de la facon suivante. Pour
tout N € N, notons C[WN]cusp le sous-espace des fonctions sur Wy, invariantes
par conjugaison, et a support dans les classes de conjugaison paramétrées par des
couples de partitions de la forme (), 5). Pour tout v € I', on pose

Rcusp(’y) = C[WN’]cusp & C[WN”]cusp-

Alors
Rcusp = @ RCUSP (7)

yerl’

Donnons une autre présentation de ’espace R. Notons I' I'ensemble des
triplets (r',r", N) tels que

P eN, "e€Z NeN, r?’4+¢+r"?4+N=n.
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Il y a une application évidente ' — T qui, a (+',7”,N',N”) € T, associe
(r', 7", N'+ N"). On la note v — . Pour v = (+',7", N) € I, posons

R(v) = @ R(v) = Z CWx] @ C[Wiyo].

yeEl Y=y (N',N"YED(N)

Alors
R=ERM).

~el

Soit v = (r',r",N) € T et soit ¢ € R(7). On peut identifier ¢ a une
fonction sur 'ensemble des wy g X wyr g pour (o, 5, a”, ") € Py(N). D’apres
la formule explicite écrite plus haut pour 'application res,,, la condition res!, () =
res!! (¢) signifie que, pour tout p € P(m) et tout (o, 5, a”, ") € Py(N—m), on a
I'égalité p(wyiar g XWar gr) = P(War g XWyuar ) . En faisant varier m, on voit que
@ € RI si et seulement si, pour tout (o, 3, a”, ") € Pu(N), p(war g X Wer gr)
ne dépend que du triplet (o/Ua”, 3, 3"). On note R () l'espace des ¢ € R(7)
qui vérifient cette condition. Pour (o, 8, 8"”) € P3(N), on note wy, g g7 un élément
quelconque wy g X War gr ot @ U’ = a. On peut considérer que RI°() est
I'espace des fonctions sur I’ensemble de ces éléments wq g g7. On a 1'égalité

Rglob _ @Rglob(v).

~el

1.9. L’involution de Lusztig. En suivant Lusztig, on a défini en [8] 3.16 deux
isomorphismes

Rep: R — RPY, k:R — RPY.

Donnons seulement une idée des définitions, en renvoyant a [8] 2.6, 2.7, 2.9, 2.10
pour plus de précision. Lusztig a classifié de fagon combinatoire les représentations
irréductibles unipotentes d'un groupe SO(2n' + 1;F,). Elles sont paramétrées par
les couples (r', N') € N2 tels que % + 1’ + N’ = n/. De méme, la réunion disjointe
des ensembles de représentations irréductibles unipotentes de O(2n");s,(F,) et de
O(2n")4n(F,) est paramétrée par les couples (1", N”) € Z x N tels que "2+ N" =
n”. Pour v = (r',7”,N',N") € ', pour p' € W et pe W, isomorphisme
Rep envoie I'élément p' ® p” € R(v) sur un élément de C/, ® C/, ou n' =
24+ +N' =n' et n” =r"24 N". Cet élément est le produit tensoriel des traces
des représentations irréductibles unipotentes paramétrées par (1, p') et (", p”).

Lusztig a aussi introduit la notion de faisceau-caractere. Pour un tel faisceau
défini par exemple sur un groupe SO(2n’ + 1), la fonction trace associée a ce
faisceau est une fonction sur SO(2n’ 4 1;F,), invariante par conjugaison. Lusztig
a classifié les faisceaux-caracteres dont la fonction trace est unipotente, c¢’est-a-
dire appartient a l'espace C!,. De nouveau, ils sont paramétrés par les couples
(r', N") € N? tels que % + '+ N’ = n’. Une construction analogue vaut pour les
groupes O(2n”);50 ou O(2n"),,. Pour v = (+',r", N', N") € ', pour p' € Wy et
p" € Wy, Uisomorphisme k envoie I'élément p' @ p” € R(y) sur un élément de
Cl, @ Cl, oun' et n” sont comme ci-dessus. Cet élément est le produit tensoriel
des traces des faisceaux-caractéres paramétrés par (', p') et (r”, p").
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Remarque 1.7. La fonction-trace associée a un faisceau-caractere n’est vrai-
ment canonique qu’a homothétie pres. Pour la définir précisément, on doit faire
des choix de normalisations. Nous utilisons ceux de [8] 2.7 et 2.10.

Notons F% I'automorphisme de R tel que Rep oF* = k. C’est une isométrie.
Lusztig a prouvé que c¢’était une involution, qui peut se décrire de fagon combi-
natoire (en fait, Lusztig a traité le cas des groupes connexes; les résultats ont
été étendus au groupes orthogonaux dans [15]). On transporte FX en une in-
volution FP* de RP*. Autrement dit, FP* est l'involution de RP* telle que
FP? o Rep = k. Elle est isométrique.

Pour tout entier m > 1, on a de méme des isomorphismes Rep, & : C[ém] —
CGLM)  Cette fois, ils sont égaux et les analogues de FX et FP* sont les identités.
Supposons m < n, posons ng =n — m. On a construit des applications linéaires

res, res’ : RPY — CELM @ Rpar

m m ng

~

res,  res) : R — C[G,,] @ Ry, -
Les applications Rep et k& sont compatibles en un sens plus ou moins évident a
ces applications. Il en résulte que FL et FP?" le sont aussi.

Les applications Rep et k se restreignent en des isomorphismes R —
Rparglob 1 involution F¥ conserve RI et FP" conserve RPU910 | Les propriétés

de compatibilité ci-dessus de I'involution isométrique FP*" entrainent que :

(1) Froro PIOj ysp = PO sy OF P

Preuve. Pour ¢ € REL et me {1,...,n}, ona
res, oFP(p) = FP ores! (v) =0
et, de méme, res! oFP¥ () = 0. Donc FP () € RPY . L'espace FPU(RPY ) est

cusp * cusp

donc inclus dans REJC . Par comparaison des dimensions, ces deux espaces sont

égaux : FPU(REY) = REat,. L'application FP*" étant une isométrie, elle conserve

de méme l'orthogonal de RE;, dans RP*". La relation (1) en résulte. n

1.10. L’induction endoscopique.
On a défini en [8] 3.18 une application linéaire pr : R — R, Rappelons sa
définition. Soit v = (¥', 7", NT,N7) € T' et ¢ € R(7). Posons N = N* + N—.
L’élément pu(p) appartient a R(8), ou 6§ = (r',(=1)"r",N) € T. Soit § =
(r',(=1)", Ny, Ny) € T'. Nous allons décrire la composante pt(¢)s de pi(p) dans
R(9).

On définit un quadruplet d’entiers a = (a],a;,aqd,a;) par les formules
suivantes :

a=1(0,0,0,1) si 0 <r”" <7 ousir” =0 et r estpair;
a=1(0,0,1,0) si —r' <7r”" <0 ousir” =0 et r estimpair;
a=1(0,1,0,0) si v <7r";

a=(1,0,0,0) si 7" < —r'.
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Notons N l'ensemble des quadruplets N = (N;f, Ny, NS, N, ) d’entiers
positifs ou nuls tels que

Nt =N} +Nf, N =N +N;, N =N}+N], No=Nj+Nj.

Pour un tel quadruplet, posons Wn = WN1+ x W - X WN2+ x W o Ce groupe
se plonge de fagon évidente dans Wy, x Wiy, , resp. W+ x Wix-, et ces plonge-
ments sont bien définis a conjugaison pres. On a donc des foncteurs de restriction

WNJF XWNf Ny XWN2

W
s Lo a . .
resyy et d’induction indy, . On note sgn,, le caractere de Wn qui

+ - + -
. . N a a Qa, Q.
est le produit tensoriel des caracteres sgng.,, sghop, sgnsp, sgn p sur chacun

des facteurs de Wy . Alors

pL(SD)é == Z 1nd3//§1 xWn, (Sgng’D®reS$z+XWN* (90)> )
NeN

Donnons une formule plus concrete. Fixons plutot v = (r/,r”",N) € T
et supposons ¢ € R(7). On a pi(p) € R(J), ou d est comme ci-dessus. Soit
(o, B1, f2)EP3(N). Notons Z I'ensemble des sextuplets I=(I", 1=, J;, J;, J,, Jy ),
dont les composantes sont des ensembles tels que

L, l()}=T 0l {1,...0B)}=J"UJ, {1,...0(B)}=JUJ;.

A tout tel sextuplet, on associe six partitions

ot (1), a (1), 51 (1), 65 (1), 85 (1), 55 (D).
La partition ot (I) est formée des a; pour j € I". Les autres sont construites de
facon similaire. On vérifie la formule suivante

al I | +ay |7 |+ad |JS | +ag | Ty
(1) o) (wap ) = Y (~1) e e e 1
IeZ

~P(War @7 @uss 0 X Wa- @),67 MU 1)

On voit que notre application pt commute aux projections proj.,s, -

1.11. Description de ResoD(m) pour 7 € I'tynip—quad-
On définit un espace

S, =Pl
k,N

ot 'on somme sur les couples (k, N) € N? tels que k(k+ 1) + 2N = 2n. On a
I'égalité

(1) P S-08-= P Cn]eCy],

(nt,n=)eD(n) kt N+ k= N—

ott 'on somme sur Pensemble T's des quadruplets (KT, N*, k=, N~) € N tels que
ET(kT+1)4+2N* +k (k~ +1)+ 2N~ = 2n. Pour un tel quadruplet, définissons
des entiers ' € N, r” € Z par les formules suivantes :

. _ - + g
—si k" =k~ mod 2Z, ' = EE = Bk
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—sikT#£k mod2Z et kt >k, 1 = —’ﬁ—’;’—l, P — k:*—i—l;*-&-l :

ikt £k mod 2Z et kt < ko, = kel g o _kbekeet

On vérifie que (', 7", N*,N~) € I'. Inversement, pour (r',7" Nt N7) e T,
définissons deux entiers k7, k= € N par les formules suivantes :

—si | < kT =040 kT =0 ="
—sir < kT =r " kT =" =0 =1
—sir <=kt =" v =1,k =1 —1".

Alors (kT,k=,NT,N~) € I's. Ces deux applications sont inverses I'une de
I’autre et définissent donc des bijections entre I's et I'. On peut donc remplacer
I'ensemble de sommation I's par I' dans la formule (1) et on obtient un isomor-
phisme

7 @ S+ ®S8,- > R.

(nt,n=)eD(n)

Puisque &y = C, l'espace S, = S, ® Sy se plonge dans I'espace de départ
de j. On note j,o la restriction de j a ce sous-espace.

Soit (AT, e, A7, €7) € Ittunip—quad- Posons S(A1) = 2n*t, S(A\7) = 2n".
Soit ¢ = #. Par la correspondance de Springer généralisée, le couple (XS, ¢S)
détermine deux entiers kS, NS € N tel que k°(k* + 1) + 2N¢ = 2n¢ et une
représentation irréductible pyc .« de Wye. On définit une autre représentation
P« de Wiy, cf. [11] 5.1. Nous ne rappelons pas sa définition. Disons seulement
que pyc ¢ est I'action de Wy dans un certain sous-espace déterminé par ¢ de
I’espace de cohomologie de plus haut degré d’une certaine variété algébrique, tandis
que pyc ¢ est I’action de Wy dans un sous-espace analogue de la somme de tous
les espaces de cohomologie de la méme variété. Cette représentation n’est pas
irréductible en général. Elle est de la forme

_ NS
Prc.ec = @ c()\C’eC’Ahel)pAg’e%,
(A7)

ott (XS, €$) parcourt les éléments de P¥™(2n¢) tels que les entiers kS, N© qui leur
sont associés sont égaux a kS, N et ol ¢(A, €$; XS, €5) € N est une multiplicité. On
sait que si ¢(AS, €58, €8) > 1, on a soit A > A¢ pour L'ordre usuel des partitions,
soit (XS, €5) = (XS, €9) et, dans ce dernier cas, on a ¢(X¢, €S A, €¢) = 1.

On identifie le produit py+ + ® py- - a un élément du membre de droite
de (1), plus précisément de la composante indexée par k*, N* k=, N~. On a donc
J(Pr+ o+ @ Pr- ) € R et on définit 'élément pr o j(py+ o+ @ py- ) € R.

Proposition 1.8.  (Cf. [11] 5.3.) On a l’égalité
Res OD(W()‘—'—v 6+7 )\_a 6_)) = Rep opL o j(p)\+,e+ ® p/\—,e—)‘
1.12. Un lemme technique.

Soit m = (my,...,my > 0) € P(< n). Posons ng(m) =n — S(m). En itérant les
constructions de 1.8, on définit ’application linéaire
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resy, : R — C[C‘%ml] X C[émt] ® Rng(m)-

Pour i =1,...,t, C[G,,,|cusp est de dimension 1. On choisit pour base la fonction
caractéristique de la classe de conjugaison dans &,,, paramétrée par la parti-
tion (m;). On peut alors considérer que proj.,, ©resm prend ses valeurs dans
Rno(m)»cusp :

Soit (n*,n™) € D(n). Pour ¢ = %, soit ¢¢ € S,,¢c, posons ¢° = pLojc o(¢°),
cf. 1.11 pour la définition de j,¢ . Dans ce paragraphe, 'application p¢ est relative
a divers entiers, ici c’est nS. Pour toute partition m € P(< n¢), soit ¢[m] €
S,y O ng(m) = n¢ — S(m). Posons ¢¢[m] = pt o jng(m),o(¢<[m])' Posons
@ = ptoj(¢pT ® ¢7). Fixons maintenant une partition m = (my,...,m; > 0) €
P(< n) et posons ng = ng(m). Considérons un couple d’ensembles (I7,17) tels
que ITU I~ ={1,...,t}. Pour tout tel couple, on définit les partitions m(I),
resp. m(/ ), formées des m; pour i € I resp. i € I~. On note J 'ensemble des
couples (I, I7) comme ci-dessus tels que S(m(I*)) < nt et S(m(I7)) < n~.
Pour un tel couple, posons

Pl 7] = pro g (¢ m(IT)] @ ¢~ [m(I7)]).

m)’

Lemme 1.9.  Supposons que, pour tout ( = % et pour toute partition m’ €
P(< ns), on ait ’égalité

projcusp O IeSm’ (SDC) = projcusp(wc [m/])

Alors on a l’égalité

projcusp © resm(go) = Z projcusp(gp[l—‘_’ I_])
I+, I7)eT

Preuve. Pour tout f € R et tout v € I', on note f, la composante de
f dans R(v). Posons f = proj.,,oresm(y). Fixons v, = (',7",N) € Ty,
posons 8y = (1, (—=1)"", N). Nous allons calculer fs,. Puisque f est cuspidale,
il suffit de calculer fs,(wp g, 5,) pour tout couple (f1,32) € Pa2(N). Posons & =
(', (=1)"r" N + S(m)) € T et v = (',r", N + S(m). Par définition de resy,,
on a fs,(wpp, 5,) = Ps(Wmp,.p,)- De (r',r") se déduit un quadruplet a comme en
1.10 et la formule (1) de ce paragraphe nous dit que

2 :(_1>af|Jf|+af|Jf\+a§|J§\+a;\J;|

IeZ

©5(Wm,p,,6,) =

367 ® )y (Wi 5 muUBE @ X Wi (@),87 @US; @)-
De (r/,r") se déduit aussi un couple d’entiers (k*,k~) comme en 1.11. Par
définition de j, on a j(¢" ® ¢~), = 0 sauf si
(1) k*(k*+1) <2nT et k= (k~+1)<2n".
On en déduit d’abord que fs,(wpg,.5,) = 0 si (1) n’est pas vérifiée.
Supposons (1) vérifiée et définissons N* et N~ par kT (kT + 1) + 2N =
2nt, k= (k~4+1)+2N~ = 2n~ . Notons gzﬁ;g: la composante de ¢ dans le composant
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de S,+ indexé par (k*, N*). On définit de méme ¢,_ . Toujours par définition de
7, un terme

j(ot @ ¢_)7(wm+(1),5f(l)uﬁ;(1) X wm*(I),Bl’(I)UB;(I))

est nul sauf si

(2) S(mé(L)) + S(B; (1) + S(B5(I)) = N¢ pour (= £.

Si ces conditions sont vérifiées, il vaut

i (W 0,55 st 0) Pk (Wm- .67 muUs; @))-

Remarquons que, pour I = (I, 1=, J;F, J;, J5, J; ), les partitions m™*(I) et m~(I)
coincident avec les partitions m[/"] et m[/~] définies plus haut. Les I qui vérifient
(2) sont les sextuplets I = (I'T,1~,J;", J;,J5,J;) tels que

(3) ul-={1,...,t}, JfuJr={1,...,0(B)}, Judy ={1,...,1(5)},

et
(4) KK+ 1) +2S(m(I) +2S(8;(I)) + 25(B5(T)) = 2n
pour ¢ = #£. Cette derniere condition implique
(5) kT (kT +1)<2nT —2S(ml[I"]), k= (k= +1) <2n~ —2S(ml[[]).

On note Jy l'ensemble des (I, 17) vérifiant la premiere condition de (3)
ainsi que (5). Notons que c’est un sous-ensemble de J. Pour (I*,17) € Jy, notons
JI", I7] Pensemble des quadruplets (J;", J;, J5", J; ) vérifiant les deux dernicres
conditions de (3) ainsi que (4). On remplace les notations 3, (I) etc. par 3, (J)
etc. On obtient

(6)  fo(wps.p) = Z Z af |Jf [+ay |Jy [+ag |3 [+ag |5 |

I+I )EjoJEJ[IJfI ]
D (Wengro 67 (st )P Wanir-1 57 @085 @)

Remarquons que, si (1) n’est pas vérifiée, Jy est vide. L’égalité (6) est donc vraie
que cette condition (1) soit vérifiée ou pas.

Fixons (I*,17) € J et posons f[I, 7] = proj.,.,(¢[[*,17]). On calcule de
la méme facon f[I*, I ]s,(wyp, p,). L'application resy, disparait. On obtient que
fIIT, I ]s,(wp g ,) = 0 sauf si Panalogue de (1) est vérifiée. Mais cette analogue
est précisément la condition (5), autrement dit la condition (IT,17) € Jy. Si
(IT,1I7) € Ty, 'ensemble Z est directement remplacé par J[I*, I7]. Le quadruplet
a est inchangé. On obtient

(1) ST T sy wop) = Do (-1 e e ]
Jeg[r+,1-]

- ¢ m (1) (w@,ﬁj(J)uﬁ;(J)W_ m(17)]k- (ww,ﬁ; (J)u,@;(J))-

En comparant les formules (4) et (6), on voit que, pour achever la preuve
du lemme, il suffit de fixer (I7,17) € Ty, J € J[IT,I7] et de démontrer que le
terme
o (w

e+ \Wm[r+] g+ (J)uﬁ;(J))@Z— (wm[r],ﬁl— 3By (J))
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de Pexpression (6) est égal au terme

o [m(]+)]k+(wa),ﬁj(J)u/s;(J)W_ (m(17)]k- <w®,/3f(J)UB; (J))

de lexpression (7). Cela va résulter de deux assertions paralleles, I'une pour les
termes affectés d’un exposant +, l'autre pour les termes affectés d'un exposant
—, dont nous n’énoncerons que la premiere. Soit m*t € P(< NT) et soit 8 €
P(N*t — S(m™")). Alors on a I'égalité

(8)  dp(wmep) = ¢ [m i (wo p)-

Du couple (k*,0) se déduit un couple (r'*,7"*+). On pose
54— _ (TH_; (_1)7’/+7=//+,N+ . S(m+)) c Fn+—S(m+)-

. o . +
Posons aussi f* = proj.,., oresm+(»"). Le calcul du terme p (wppp) est un

cas particulier du calcul ci-dessus. Il se simplifie grandement car les composantes
affectées d’un exposant — disparaissent, ainsi que le 5. L’analogue de I’ensemble
I est réduit a Vélément (I, 1-,J;,J;,J5,J5) tel que It = {1,...,l1(m")},
JF={1,...,UB)}, I =J  =Jf =J, =0. Dapres la recette de 1.11, on a
7'+ >0 donc af = 0 d’apres la définition de 1.10. Comme analogue de la relation
(6), on obtient simplement

f(;} (wo,5,0) = s (Wm+ 5)-
Posons fg" = proj.,,(¢*[m*]). On calcule de méme
Toss (Wo,0) = 7 [ i (o).

L’hypothese de I'énoncé est que fT = f, . Avec les égalités ci-dessus, cela entraine
(8), ce qui acheve la démonstration. [

2. Endoscopie; 'involution F

2.1. Endoscopie.
Pour 7 € ClIrtyynip) = ClItTiumip.iso] ® ClIiTpunip.an] €t § = iso ou an, notons m la
composante de 7 dans C[Irryymip.g]-

On sait définir la notion de distribution stable sur Gz (F'). Un élément
7 € ClIrrynipiso) €st dit stable si son caractere-distribution (c¢’est-a-dire la forme
linéaire f — trace(w(f))) est stable.

Pour travailler commodément avec nos deux groupes G, et G, , il convient
de modifier la définition usuelle des données endoscopiques. Nous n’entrerons pas
dans les détails théoriques. En pratique, une donnée endoscopique elliptique est
déterminée ici par la classe de conjugaison dans Sp(2n;C) d'un élément h de
ce groupe tel que h? = 1. En notant 2n; la multiplicité de 1 parmi les valeurs
propres de h et 2ns celle de —1, la donnée endoscopique est aussi bien associée
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au couple (ny,m2) € D(n) (il serait plus logique de noter n_; au lieu de ng
mais cela compliquerait Iécriture). Le groupe endoscopique associé a la donnée
est H = Gy, iso X Gryiso- Pour des groupes spéciaux orthogonaux impairs, il y a
un choix canonique de facteurs de transfert, cf. [12] 1.10. On doit faire attention
au point suivant. Un tel facteur est une fonction A4 définie presque partout sur
H(F) x G4(F). Si on multiplie h par —1, on remplace H par le groupe isomorphe
H' = Gy .is0 X Gy iso- Notons ¢ I'isomorphisme de H sur H' qui permute les deux
facteurs. Pour h € H(F') et g € G4(F), on a alors

— sl f =1is0, A_piso(t(h),9) = Aniso(hyg) ;
— sl ﬂ =an, Afh,an([f(h)ag) = _Ah,an(h7g>'

En tout cas, on dispose d’'un tranfert qui envoie une combinaison linéaire
stable de représentations tempérées de H(F') sur une combinaison linéaire de
représentations tempérées de Gy(F'). Notons-le simplement transferty, 4.

En particulier, pour h =1, on a H = G;,,. Evidemment, le transfert de H
vers G, est I'identité. Mais il y a aussi un transfert de H = Gy, vers G, .

Introduisons I’automorphisme extérieur 6 : g — tg_1 de GL(2n), le groupe
GL(2n) x {1,0} et sa composante connexe GL(2n) = GL(2n)f. Par endoscopie
tordue, il y a aussi une notion de transfert qui envoie une combinaison linéaire
stable de représentations tempérées de Gz (F') sur une combinaison linéaire de
représentations tempérées tordues de GL(2n; F).

Introduisons I'ensemble &ndoy,,;, formé des classes de conjugaison de tri-
plets (A, s,h) tels que A € P¥™P(2n), s,h € Z(\), s et h commutent entre eux
(sh = hs), s est compact et h? = 1. La notion de conjugaison est la conjugaison
de s et h par un méme élément de Z(A). Pour un tel triplet, h appartient a
Z(\, s), notons h son image dans Z(\,s). Pour € € Z(\,s)¥, on peut évaluer e
au point h. On note simplement e(h) cette valeur. On pose

(A, s,h) = Y (A s e)e(h).

e€Z(A,s)V
Par linéarité, on obtient une application

IT : C[Emd01unip] — ClIrTiumnip)-

Notons Gty le sous-ensemble des (A, s,h) € Endoyypip tels que h = 1.
Les résultats principaux de [8] sont que
pour (A, s,1) € Gtyynip, iso(A, 5,1) est stable et —IL,, (A, s, 1) est son transfert
a la forme non déployée G, ;
tout élément de m € C[Irrsyn;y) tel que g, soit stable et que —mg, soit le trans-

fert de m;s, est combinaison linéaire des TI(\, s,1) quand (), s,1) parcourt
Gttunip-

Pour une partition p = (3 > --- >y, > 0), notons st, la représentation
de GL(S(p); F) qui est induite, en un sens évident, de st,, ® --- ® st,, (cf. 1.6
pour la notation). Soit (A, s,1) € Styynip. Décomposons A en

Aruaxtul oy o)

jeJ
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selon les valeurs propres de s, cf. 1.3. Pour tout j € J, notons x; I'unique caractere
non ramifié de F* tel que x;(w) = s;. Notons x~ l'unique caractére non ramifié
de F* tel que Y (w) = —1. Notons IIL()\, 5) I'induite de
star @ (X~ odet)sty- @ ®jes((x; o det)sty) ® (x; ' odet)sty,)).
Cette représentation se prolonge en une représentation tordue I%()\, s) de
dL(Qn; F) (il y a différents prolongements possibles, il faut normaliser le prolon-

gement de fagon adéquate). Le résultat principal de [13] est que le transfert par
endoscopie tordue de Tl;(),s,1) & GL(2n; F) est TI9E()\, s).

Remarque 2.1.  Ceci n’est pas tout-a-fait exact. Dans [13], on n’a énoncé le
résultat que dans le cas ot s? = 1. Mais le résultat général en résulte par induction.

Ces propriétés caractérisent entierement I1;5,(\, s, 1) et Il,, (A, s, 1) car les
deux transferts spectraux utilisés ci-dessus, de Gy, (F) vers Gis(F') et de Gigo(F)
vers GL(2n; F), sont injectifs.

Soit maintenant h € Sp(2n; C) un élément tel que h* = 1. Il détermine une
donnée endoscopique elliptique dont le groupe est Gy, iso X G, iso avec les notations
ci-dessus. Soient (A1, s1,1) € Gty unip €t (A2, 52, 1) € Sty pymip. Pour j =1,2, A,
parametre un homomorphisme p; : SL(2; C) — Sp(2n;; C) et s; est un élément du
commutant de I'image de p;. Le groupe Sp(2n1;C) x Sp(2ny; C) est le commutant
de h dans Sp(2n;C) et est donc plongé dans ce groupe. L’homomorphisme p; X po
devient un homomorphisme p de SL(2;C) dans Sp(2n;C). Evidemment, p est
paramétré par A = A\;UAy. L’élément (sq, s9) devient un élément s du commutant
de I'image de p, c’est-a-dire de Z(A). On a aussi h € Z(\) par construction. Les
éléments s et h commutent. On conclut que (A, s, h) appartient & Endosymip-

Théoreme 2.2.  Sous ces hypotheses, on a les égalités

tranSferth,iso(Hiso()\la 51, 1) ® Hiso(/\27 52, 1)) = Hiso<)\a S, h)v
transferthvan(ﬂisa(/\l, S1, ].) X Hiso(/\2) S92, ].)) = _Han(/\7 S, h)

A Daide d’une transformation de Fourier sur le groupe abélien Z(A, s), les
représentations w(\, s,€) pour (A,s,€) € Irrynpy, s’'expriment comme combinai-
sons linéaires de représentations II(\, s, h). Les représentations Il;s, (A1, s1,1) et
[T;s0( A2, $2, 1) étant bien déterminées, comme on I’a dit ci-dessus, les représentations
[Liso(A, 8, h) et T, (A, s, h) sont entierement déterminées par I’énoncé ci-dessus. Le
théoreme sera démontré dans l'article suivant [14].

Remarque 2.3. Pour définir un transfert endoscopique entre fonctions, il est
nécessaire de fixer des mesures de Haar sur tous les groupes considérés. Mais le
transfert spectral entre représentations est indépendant de ces choix.

2.2. Le cas < quadratique-unipotent >.

Notons €nd0,,ip—quad 1€ sous-ensemble des (A, s,h) € Endoy,,,;, tels que s =1.
Soit (A, s,h) € ENdOynip—quaa €t s0it @ € Jord(A). On note s; et h; les composantes
de s et h dans la composante Sp(multy(i);C) ou O(multy(:); C) du groupe
Z()). Cette composante agit naturellement dans un espace C™\() et s; et h;
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sont des automorphismes de cet espace, de carrés 1 et qui commutent. Ainsi,
I'espace se décompose en sous-espaces propres communs pour s; et h;. Pour
¢,& € {£} ~ {£1}, on note mggh(z) la dimension du sous-espace propre ou s; agit
par ¢ et h; agit par . D’autre part, on a vu qu’a s est associée une décomposition
A= A"UMX". On calcule alors

(1) II(A, s,h) = Z H e+(i)m:;(i) H € (Z‘)m;;(i)

et,em \i€Jordy, (A1) i€Jordy, (A7)

T(AT, et A7, e),

ol (¢t,€e7) parcourt Pensemble {£1}77 4" 5 {1}70rdmw(A 7).
Pour (A, s,h) et (A,5,h) € ENDOupnip—quad, disons que ces deux triplets sont
Res-équivalents si et seulement si A = A et m“ (1) = mC€ +(7) mod 2Z pour

tout ¢ € Jord(\) et tous (,£ = +. Notons R le sous-espace de C[End0unip—quad)
engendré par les différences (A, s, h)— (N, s, 1') de deux éléments Res-équivalents.

Lemme 2.4.  L’application Res oIl : C[End0unip—quad] — RPI est surjective.
Son noyau est l'espace R.

Remarque 2.5. En vertu du lemme 1.6, I’énoncé reste vrai si I’'on y remplace
I’application Resoll par ResoD oIl.

Preuve. Pour (A, s,h) et (X5, h) € End0ypip_quad, disons que ces deux triplets
sont liés si, quitte a les permuter, les conditions suivantes sont vérifiées :
A=A:
il existe ¢ € Jord(\) et il existe (,&,(, € = £, avec ((,€) # (¢,
3 _
) =

) ), de sorte que
w0 = w0 — 2, mES ) = ;

triplet (¢/,(’, &) différent f(Lie (i,(,€) et (i,(,€).

Considérons deux tels triplets liés (et abandonnons la notation A inutile puisque
A = \). Montrons que

mg (i) pour tout

(2) ResolI(\, 5, h) = ResolI(\, s, h).

On utilise les données i, ¢, €, ¢, & fournies par la définition ci-dessus. Supposons
d’abord ¢ = (. Les valeurs propres des termes s et 5 sont alors les mémes et
on peut supposer 5 = s. La décomposition A = AT U A~ est la méme pour nos
deux triplets. On utilise la formule (1) pour chacun de nos triplets. Les seuls
termes qui changent d’un triplet & I'autre sont les exposants des termes e (i)
et € (i). Mais ces exposants m;;(i) etc. n’interviennent que par leur parité
et, par définition, celle-ci ne change pas quand on remplace h par h. L’égalité
(2) en résulte. Supposons maintenant que ¢ # (. Pour simplifier la notation,
supposons ( = + et ( = —. Notons A = At U A~ la décomposition associée a s
et A = AT UM celle associée & 5. Ona AT = At U {i,i} et A=A~ U{i,d}. Iy
a des inclusions naturelles Jordy,(At) C Jordy,(A*) et Jordy,(A\™) C Jordy,(A™).
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Pour (et,¢) € {£1}/ordn(") x {4£1}70rdn(A7)  posons

() = I1 et ()yman @) I1 e (i)men @) | |

i’€Jordy, (M), i #i i'€Jordy, (A7) i #i
Rop(eh,e) = Z?T()\+, er AT, 6_)6+(i)m:’7(i)6_(i)m;;(i),
et

ou € parcourt les éléments de Jord,(A*) qui prolongent € (il y en a 1 ou 2)
et, par convention, €7 (i) = 1 si i & Jordyy (A1) et € (i) =1 si i & Jordy,(A7).
On définit PZ 7(€7,¢7) de la méme fagon que ci-dessus et on pose

Rop(eh,e) =Y a(At,eh, A & )et (i)"en Ve (i)"sn ),

ou € parcourt les éléments de Jordy,(A~) qui prolongent ¢~ (il y en a 1 ou 2)
et avec la méme convention que ci-dessus. On peut récrire (1) sous la forme

(A, s,h) = > PL(e", e )Rou(eh,e),
et,e—

et on a la formule similaire

et,e—
Il nous suffit de fixer (€*,¢7) et de démontrer 1’égalité
(3) on(€7, € ) Res(Rop(€7,€7)) = Pij(e" e ) Res(Ry (€, €7).

Il est clair que P!, (€",e7) = P! (€7,e) : pour les i' € Jordy()) tels que
i’ # 1, les multiplicités ne Changent’ pas quand on remplace s,h par 5, h. Dans la
définition de R, ,(€*,e7), on peut remplacer le terme e+(i)ms+v;(i) par E*(i)m;f;(i).
En effet, si i € Jordy,,(AT), il n’y a qu'un seul prolongement et de €', pour
lequel €*(i) = €*(i), et les exposants m_, (i) et m_; (i) sont de méme parité. Si
i & Jordy,(AT), ona e (i) = 1 par convention. Si i est impair, on a aussi €* (i) = 1
par convention. Si 4 est pair, 'hypothese i & Jordy,(A\*) entraine m*h( i) =0,

donc m; (i) est pair et ¥ (i)™ @ =1 pour chacun des deux prolongements e
On obtient

PO ()@ 3T m (A €8, A7 ).
et
De méme
Rep(E ) = e (i)™ O (" O 3" n(A%, e, A ).

Les premiers facteurs sont les mémes et le lemme 1.4 affirme précisément que

Res() (AT, e", A7, ¢7)) =Res()_w(AT,e", A7, @)).

et e
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Cela démontre (3), d’ou (2).

Pour deux éléments (), s,h) et (\,5,h) de End0unip_quag qui sont Res-
équivalents, on voit qu'il existe une suite (A, s, h) = (A1, s1,h1), (A2, S2, ha),. . .,
()\k., Sk, h) = (X, 3, h) d’éléments de End0ypnip_quad de sorte que, pour j = 1,... k—

L, (A\j,85,hj) et (Xjt1,Sj+1, hjr1) solent liés. En appliquant (2) a chacun de ces
couples, on obtient
ResolI(), s, h) = Resoll(), 5, h).

Cela démontre que R est contenu dans le noyau de Resoll.

Notons anbogjﬁp quad 1€ sous-ensemble des (A, s,h) € End0unip—quaa tels
que, pour tout i € Jord(\), on ait m[; (1) < 1, m_;f (i ) <1, m,, (i) <1.1lest
clair que tout élément de €Endoynip—quad €5t Res equlvalent a un umque élément

red z 5z ez
de €n00,,;, uaa- En conséquence, on a 'égalité

C[EN00unip—quad] = C[Endol | ® R

unip—quad

Pour achever la preuve du lemme, il suffit de prouver que

(4) larestriction de Resoll a (C[anbofﬂpfquad] est un isomorphisme de cet espace
sur Rpar,glob .

Notons 9t 'ensemble des quadruplets (A, 5, m,m) tels que
A€ PP (2n) ;
7, m et m sont des éléments de {£1}/ordr(N)
pour i € Jordy,(\) tel que multy(i) =1, on a (i) =1;
pour i € Jordy,(X\) tel que multy (i) =2, on a (3(z), m(i), m(i)) # (—1,1,1).

Dans [8] 6.7, on a associé a tout tel quadruplet un élément rea(yy 5.m.7) €
ClIrtynip—quaa) (& ceci pres que, dans [8], la partition A est remplacée par l'orbite
unipotente symplectique O qu’elle parametre). D’apres [8] 6.9, quand (A, 5, m,m)
décrit M, les éléments rea(yy5mm) sont linéairement indépendants. Notons
ClIrtunip—quaa)® le sous-espace de C[IrTynip—quaa] engendré par ces éléments. La
proposition 6.21 de [8] dit que la restriction de ResoD & ce sous-espace est un iso-
morphisme de celui-ci sur RP"9°"  D’apres la remarque suivant 1’énoncé ci-dessus,
cela revient a dire que la restriction de Res a ce sous-espace est aussi un isomor-
phisme de celui-ci sur RP9'°> . Pour prouver (4), il suffit donc de définir une bijec-
tion ¢ : Endo’ — N de telle sorte que, pour tout (X, s,h) € Endo’?

unip—quad unip—quad
on ait 1’égalité

(5) Resoll(A, s, h) = Res(rea(yx 5.m.m)),

ou (N,4,m,m) = t(A,s,h). Construisons cette bijection. Soit (A, s, h) un élément
de anbored 4- On définit un triplet (3, m,m) de la fagon suivante. Soit i €

UNIP—qUa

Jordy,(N). On pose
B —+ —_—— - . +—: —_——.
m(l) — (—]_)ms,h (2)+ms,h (l), m(q/) — (—1)ms,h (l)+ms,h (7')

Si multy(i) = 1, on pose 7(i) = 1. Si multy(i) > 2, on pose (i) = (—1)"sn @
On vérifie que le quadruplet (\,7,m,m) appartient & 9. On pose t(\,s,h) =
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(X, 5, m,m). Il est facile de vérifier que 'application ¢ ainsi définie est une bijection
de ano;“jﬁp_quad sur 91. On doit prouver la relation (5). Utilisons les notations
de cette relation (on a A’ = A\ par définition de ¢). Le lemme 6.7 de [8] calcule le

terme rea(y 5,mm). Avec nos présentes notations, ce lemme dit que

(6)  rea(ngmm) =27 Y T\ H),
(s',W)eE
ou &£ est un certain ensemble de paires (s, h') telles que (A, s’,h’) appartienne
a ENnd0ynip—quad- L'énoncé de ce lemme décrit I'ensemble €. En utilisant cette
description et la définition de ¢ donnée ci-dessus, on s’apercoit que ’ensemble £
n’est pas vide et que, pour tout (s, h') € £, 'élément (A, s', h') est Res-équivalent
a (A, s,h). Puisque deux éléments Res-équivalents ont méme image par Resoll,
I'égalité (5) résulte de (6). Cela acheve la démonstration. ]

2.3. Définition de l’involution.

On définit une involution F de I'ensemble End0,uip—quad Par F(A, s,h) = (A, h, s)
pour tout (A, s,h) € EM0ynip—quaa- 1l résulte de la définition de la Res-équivalence
que, si deux éléments de Endoypip—quad sont Res-équivalents, leurs images par F
sont encore Res-équivalents. On prolonge 'involution F en une involution linéaire
de Cl[End0,nip—quad), encore notée F. La propriété précédente entraine que F
conserve le sous-espace K. D’apres le lemme 2.4 et la remarque qui le suit, F se
descend via 'application Res oD oIl en une involution de RP*"9'°" notons-la FP".
On a donc par définition 1’égalité §P*" o ResoD o Il = ResoD oIl o F. On a aussi
défini au paragraphe 1.9 une involution FP% de l'espace RP%9°* En admettant
le théoreme 2.2, nous démontrerons en 2.7 que les deux involutions FP*" et §P"
sont égales. Pour le moment, contentons-nous du lemme inconditionnel suivant.

Lemme 2.6.  On a [’égalité proj,,, o§""" = FP* 0 Proj.,,-

Preuve. En [8] section 6, on a défini une involution de RP*"9° gimilaire & FP*"
par une construction légerement différente. Notons-la §h7y,, . Montrons que

(1) on a l'égalité F**" = Fhyy -
D’apres la remarque suivant 1’énoncé du lemme 2.4, on peut glisser des involutions
D dans les assertions (4) et (5) de la preuve de ce lemme. Grace a cette assertion
(4), il suffit de prouver 1’égalité

(2) §7" oResoD o II(\, s, h) = &4y © ResoD o II(A, s, h)

pour tout (A,s,h) € (’Enboﬁgp_qmd. Posons (A, s,h) = (A7, m,m). D’apres
2.2(5), on a

S © ResoD o II(A, s, h) = §hjw © ResoD(rea(vn 3.m.m))-
Par définition de 4y, cf. [8] 6.4, le membre de droite ci-dessus est égal a

ResoD(rea(x5.m.m))-
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Mais il résulte de la définition de la bijection ¢ (cf. 2.2) que (A, 7,m,m) =
t(\ h,s) =10 F(A s,h) (remarquons que (A, h,s) appartient encore a I’ensemble

anofﬂp_quad). En utilisant de nouveau 2.2(5), on obtient ’égalité

B o ResoD(rea(¥y5,mm)) = ResoD oIl o F(A, s, h).

Le membre de droite ci-dessus est égal au membre de gauche de (2) par définition
de §7*". Cela démontre (2), d’ou (1).

Le théoreme 6.26 de [8] affirme que ’égalité de 1’énoncé est vraie si 'on y
remplace FP* par Fhy - L'égalité de ces deux involutions entraine donc ’énoncé.

2.4. Le cas elliptique.

Notons Endoyppdisc le sous-ensemble des (A, s,h) € End0yunip—quad tels que le
commutant commun de s et h dans Z(\) (c’est-a-dire le groupe des x € Z(\) tels
que sr = xs et ha = xh) soit fini. Ce commutant commun se calcule facilement.
C’est le produit des groupes Sp(mfh(i);(C) pour les i € Jord(\) impairs et les

¢,& = £ et des groupes O(mgéh(z), C) pour les i € Jordy,(N) et les ¢, = +. Que

ce groupe soit fini est équivalent a ce que mgsh(i) < 1 pour tous 7, ¢, £. Dans

¢

le cas ou 7 est impair, mfh(z') est forcément pair, la condition équivaut donc a

mggh(z) = (. Puisque multy(¢) est la somme des mgfh(z) sur les (, ¢, cela entraine

que A ne contient que des termes pairs.
On vérifie que I'image par I'application II de 'espace C[ENnd0,ip disc] €st
égale & C[Ell,;;,]. On a une suite d’applications linéaires

I R PIOjcys
C[EM00yunip disc] — C[ElLynip) 2 Rpar.glob TIger o par

cusp*

L’ensemble &ndo,,ipaisc €st inclus dans 'ensemble (’Enboﬁﬁpfquad introduit dans

la démonstration précédente. Comme on l'a vu alors, I'application Resoll est
injective sur C[ano;ﬁfﬁp_quad]. I1 en résulte que la premiere application de la suite
ci-dessus est bijective. Comme on I'a dit en 1.5, la composée proj,,, o Res des
deux dernieres applications est bijective. La suite fournit donc un isomorphisme
de C[@nbﬂumndi%] sur Rlc)ggp

L’involution F de €Endoyuip—quad Préserve le sous-ensemble ENd0ymip disc -
Donc l'involution F de C[End0ypip—quad] Préserve le sous-espace C[END0,pip disc) -
Via la bijection ci-dessus, on peut la considérer comme une involution de C[EllL;,;,)] -
Le lemme 2.6 entraine que, pour 7 € C[Ell,,;|, on a I'égalité

(1) F™ 0 proju,, o ResoD(r) = proj,, o ResoD o F(r),

Notons Stynip—quad le sous-ensemble des (A, s,1) € Styypip tels que s? = 1.
Pour (A, s,1) € Gtunip—quad, S détermine une décomposition A = AT U A~ et le
couple (AT, A7) appartient a P5Y""(2n). L’application (A, s,1) — (AT, A7) est une
bijection de Stynip—quaa sSur P’ (2n).

Notation. Pour (AT, A7) € P;""(2n), on note II*(A*, A7) la représenta-
tion TI(\, s,1) ou (A, s, 1) correspond & (AT, A7).
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Pour tout entier pair N € N, notons P¥™P«dis¢( N') T’ensemble des partitions
symplectiques de N qui ne contiennent que des termes pairs, lesquels interviennent
avec multiplicité au plus 1. Notons Gtypp disc 1'intersection de Gtypip—quad €t de
ENd0unipaisc.- L'application (A, s,1) — (AT, A7) se restreint en une bijection de
Stunip.dise Sur P;ymp’di‘sc@n). Pour (AT, A7) € P;ymp’disc(Qn) et pour (et,e7) €
{1} den () s {41} ordenT) g représentation w(At, et A7, €7) est de la série
discrete. D’apres [8] proposition 8.2, on a

tout élément 7 € C[Ell,,;,| tel que m, soit stable et que —m,, soit le
transfert de 75, est combinaison linéaire des TI¥ (AT, A7) quand (AT, A7) décrit

P;ymp,disc (271) .

2.5. Modules de Jacquet des représentations stables.

Soit m = (myq > --->my > 0) € P(< n). Posons ng = n—S(m). Pour § = iso ou
an, la partition m détermine un sous-groupe parabolique standard P; (standard
voulant dire qu'’il contient le groupe P,,;, défini en 1.7) et sa composante de Levi
standard

My = GL(mq) x -+ x GL(my) X Gy 4.

Dansle casou § = an et ng = 0, il n’y a pas de tels sous-groupes et on les élimine de
ce qui suit. De méme que 'on a considéré simultanément les deux groupes G, €t
Gyn , on considere simultanément les groupes M;,, et M, . Les notions introduites
précédemment pour les groupes G, et G, se généralisent aux groupes M;,, et
M, . On ajoute des indices ou exposants M aux objets définis pour ces groupes.
En particulier, on définit ’ensemble Irrump,Mﬁ des (classes d’isomorphismes de)
représentations irréductibles de réduction unipotente de My(F) et on note Irrynp pm
la réunion disjointe de IrTypnip ar,., €t ItTynip ar,, - On définit aussi le sous-ensemble
Ellynipvy C ClItrynip ] des représentations elliptiques. Un élément de Ell,;p p
est de la forme

(1) Stim, (|.|3 o det) @ - - - @ sty (|.|7 o det) @ oy,

ou z,...,% sont des nombres complexes, oy € Ell,nipn,. On rappelle que, pour
tout m > 1, st,, est la représentation de Steinberg de GL(m; F'). On sait que tout
élément de C[Irrynp v] est somme d’'un élément bien déterminé de C[El,ip ]
et d'une combinaison linéaire d’induites a partir de sous-groupes paraboliques
propres.

En identifiant un élément de ClIrry,:, ] & sa distribution trace (ou plus
exactement a la paire de distributions, I'une sur M;s,(F'), Pautre sur M,,(F')), on
peut définir la restriction de cette distribution aux éléments elliptiques (fortement
réguliers) de M (F), que 'on note proj,;, ou aux éléments elliptiques et compacts,
que I'on note proj.y .,m,- Remarquons qu'un élément elliptique de M (F) est
compact si et seulement si ses composantes dans les groupes GL(m;; F') sont de
déterminants de valeurs absolues 1.

Montrons que

(2) pour o € ClIrrypip,n], 0N & Proj g comp(0) = 0 si et seulement si

S
PrOj sy © Res™ (o) = 0.
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Les applications proj. .om, comme projcuspoResM annulent les induites
a partir de sous-groupes paraboliques propres. On peut donc supposer que o €
C[Ellunip,ar] . Pour une représentation o de la forme (1), on voit que proj.y com,(0)
COMME PrOj .y, oRes™ (o) ne dépendent pas de z,..., 2. Modulo I'intersection
des noyaux de nos applications proj.; .om, €t Proje,s, © Res™, on peut donc sup-
poser o de la forme
Sty @ -+ & Sty ® 0,

ou o9 € Ellynipn,. Pour tout ¢ = 1,...,¢, st,, n'est annulé par aucune des
analogues pour G'L(m;) des deux applications proj.; comp €t Dr0j.,s, © Res. Les
conditions proj.y comp(o) = 0, resp. projcuspoResM (o) = 0, équivalent donc a
proj.;(oo) = 0, resp. proj.,, © Res,,(c0) = 0. Parce que oy est elliptique, chacune
de ces conditions équivaut a oy = 0. Cela prouve (2).

Pour § = iso ou an et pour m € Irry,,s, on note my; le semi-simplifié
du module de Jacquet de 7 relatif au sous-groupe parabolique P;. C’est une
représentation de M;(F') dont on sait que toutes ses composantes irréductibles sont
de réduction unipotente. Par linéarité, on prolonge I'application 7 — m,; en une
application linéaire de CIrrypip] dans ClIrtypip,ar]. Pour @ =1,... ¢, notons st,,.
la restriction de st,,, aux éléments elliptiques et compacts de GL(m;; F'). Il résulte
de ce qui précede que, pour m € C[Irryy,), il existe une unique oy € C[Ell,ipn,]
de sorte que l'on ait I'égalité

projell,comp(ﬂ-M> = S—tml QR S_tmt ® pI'Oje”(O'O)-

Considérons (AT, A7) € P3Y""(2n). A © = II(A\", A7) correspond ainsi une
représentation oy € C[Ell,ppn,]. Les propriétés de stabilité et de transfert se
conservent par passage au module de Jacquet et par Papplication proj.y comp-
On en déduit que o5 est stable et que —o0g 4, en est son transfert au groupe
Ganne(F'). D’apres ce que l'on a dit au paragraphe précédent, oy est combinaison

linéaire des II*'(v*,v™) quand (v, v) décrit P5¥""%¢(2n). 11 y a donc une
unique décomposition
(3) projell,comp(HSt<)\+7 )‘7>M) = Z Cm<)\+7 )\7? V+7 Vﬁ)

(vtow—) EP;ymp’disc (2no)

) S—tml Q- ®S—tmt ® projell(HSt(V+a V_))a

ou les e AT, A7 v, v7) sont des coefficients complexes.
Montrons que
(4) si A= =0, alors cm(AT,0; 07, 07) = 0 pour tout (vt,v7) € PP (2n,)
tel que v~ # 0.

Considérons d’abord un couple (A, A7) quelconque et posons

o9 = Z Con AT AT VT I (v ),

(vt v )ePsymPdise (o)

On a décrit en 2.1 la représentation de G~L(2n; F) correspondant par endoscopie
tordue a II5Y, (A*, A7), notons-la TIF(A*, \7). Au sous-groupe parabolique P,

150
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correspond un sous-groupe parabolique P%* de GL(2n) dont une composante de
Levi MSL est de la forme

GL(my) x -+ x GL(my) X GL(2ng) x GL(my) X -+ x GL(my).

A M est associé un sous-espace de Levi MY < GL(2n). La correspondance
définie par ’endoscopie tordue est compatible au passage au module de Jacquet
et aux projections sur les éléments elliptiques et compacts (ces notions étant
relatives & I'espace G'L(2n) et non pas au groupe GL(2n)). Il en résulte que
PIO]e11 comp T (AF, A7) as) correspond a proj TIGE (A, A7) ), avec des nota-
tions compréhensibles. Le module de Jacquet ITEZ(A+ A7) 57 est somme de pro-
longements & M (F) de représentations irréductibles de M(F). Celles-ci inter-
viennent dans le module de Jacquet ordinaire TIL(AT A7), et sont de la forme

ell,comp(

(5) PR QP ® Py QP ® -+ @ pr,

ou les p; sont des représentations irréductibles de GL(m;; F'), les p; en sont les
contragrédientes et p,, est une représentation irréductible de G L(no; F') qui se pro-
longe en une représentation p,, de I'espace GL(2ng; F). Toutes ces représentations
sont de réduction unipotente. Comme précédemment, il en résulte que, pour
i =1,...,t, DrOjucomp(pi) est proportionnelle a st . La correspondance
entre Projqy compy IH(AY, A7)ar) et proje”’comp(ﬁGL()\*,)\*)M) entraine alors que
proj.;(co) correspond & une certaine combinaison linéaire des proj.;(fn,), pour
les pp intervenant ci-dessus. De nouveau, pour une telle p,,, le prolongement
Pn, €st somme d’une représentation tordue elliptique py, .y et d’'une combinaison
linéaire d’induites propres. Puisqu’on projette p,, sur les éléments elliptiques, on
peut aussi bien remplacer p,, par pn,.;. D’autre part, on sait d’apres 2.1 que
proj.;(o¢) correspond a 'image par proj,,; de

Z cmAT, AT 0 IR (0 07).

(vt~ )EP;ymP’diSC(Qno)

Les représentations tordues intervenant ici sont elliptiques. La projection sur
les éléments elliptiques est injective sur les représentations tordues elliptiques.
Donc la représentation ci-dessus est combinaison linéaire des py, .y précédents.
Cela entraine que, pour tout couple (V+,V_) intervenant avec un coefficient
cm (AT, A7 v, v7) non nul, la représentation irréductible sous-jacente II¢L(v*, v7)
vérifie la condition suivante : il existe p,, comme ci-dessus tel que II¢F(v*, v7)
soit une composante irréductible de la représentation de G'L(2ng; F') sous-jacente
a ﬁno,ell-

Faisons maintenant 'hypotheése que A~ = (). Alors le support cuspidal de
HEE(AF,0) est formé de caracteres du tore déployé maximal de GL(2n) de la

forme
hi/2

ik P

®"'®HF ,

ou h; € Z pour tout i. Les représentations (5) interviennent dans le module
de Jacquet de TISL(\* @) donc le support cuspidal de la représentation p,,, est
de la méme forme, l'entier n étant remplacé par ny. La représentation py, e
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se déduit explicitement de p,, par la théorie du quotient de Langlands. Il en
résulte que la représentation sous-jacente de py, oy a méme support cuspidal que
Pn, - Cela entraine que, pour tout couple (vt,v7) intervenant avec un coefficient
cm (A, 0; 77, v7) non nul, la représentation irréductible sous-jacente L (v*, ™)
a pour support cuspidal des caracteres du tore déployé maximal de GL(2ng) de
la forme ci-dessus. Mais, si v~ était non vide, les caracteres intervenant dans ce
support cuspidal contiendraient au moins une composante ||}I§/ 2)( ou x~ estle
caractere non ramifié de F* d’ordre 2. C’est impossible donc v~ est vide. Cela
prouve (4).
Pour \ € P¥™P(2n) et v € P¥™P4i5¢(2n,), on pose simplement

(X ) = e, 051, 0).

Notons Z 'ensemble des paires (I, 17) d’ensembles tels que IT U [~ =
{1,...,t}. A toute telle paire, on associe les partitions m(/*) et m(/~): m(I™)
est formée des m; pour i € I et m(/ ™) est formée des m; pour i € 1.

Lemme 2.7.  Soient (AT, A7) € Ps¥™(2n) et (v, v7) € P34 (2ny). Alors
on a l’égalité
Cm(A—i_? AT V+7 V_) = Z Cm(l+)()‘+; V+)Cm(1*)()‘_; V_)v
-
ot l'on somme sur les (IT,17) € T tels que S(AT) = S(vT) + 2S(m(IT)) et
S(AT) =S¥ )+25(m(I7)).

Preuve. En vertu de (2), I'égalité (3) équivaut a

(6) PrOjeysp © Res™ (II (AT, A7) ) = Z (AT AT v 7))
(vt pm)EPSY P (2n)

 PrOjgysp © Res™ (stin, @ + -+ @ sty @ ¥ (v, 07)).

On peut composer cette égalité avec la dualité DM . Cette application commute
avec Proj.,,- On sait d’apres 1.5(1) que

Res™ (IT** (AT, A7) ar) = resm o Res(IT (AT, A7)).

On a aussi DP*""M o resy, = resy oDPY et DPP o Res = ResoD d’apres le lemme
1.6. D’ou

DY 0 pro,,,, 0 Res (I (¥, A7) 11) = P10, 0 165 © Res oD(IF(XF, A7),
Par définition, on a

AT AT) = > w(AF, e A7 e),

et,e™

ol (et,e7) parcourt {£1}7rdr(A") 5 {41}70rd(A7)  Pour un tel couple, la propo-
sition 1.8 dit que

Res OD(W(/\+7 6+7 )‘_7 6_)) = Rep opL o j(pA+,e+ & p/\*,e*)'
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Rappelons que p,+ ., resp. p,- -, ont ét¢ identifiés a des éléments de S+, resp.
S,-, ot S(AT) =2n™ resp. S(A7) = 2n~. Définissons 1’élément

P+ = E P+ e+
et

de §,+ et I'élément similaire p,- de S,-. En utilisant les propriétés de compati-
bilité des applications Rep et Rep™, on obtient

me”’M o prOjcusp © ReSM(HSt()‘+7 )‘_)M) = RepM(@b),

ol
1 = PrOjoys, O T€Sm 0pL © J(Pr+ ® py-).

On calcule aussi 'image par DP*™ du membre de droite de (6). Pour
i =1,...,t, 'image par l'involution de Zelevinsky de st,,, est la représentation
triviale de GL(m;; F'). Son image par I'application analogue a Res est I'image par
I'application analogue a Rep de la fonction constante égale a 1 sur le groupe G,,,,.
Rappelons qu’en 1.12, on a identifié C[émi]cusp a C précisément en choisissant
pour base de cet espace la projection cuspidale de cette fonction constante. En
faisant ainsi disparaitre ces espaces C[émi]cusp, on obtient que I'image par DPeM
du membre de droite de (6) est égale & Rep™ (1), ot

Yo = Z Cm(>‘+7 AT V+7 V_) projcusp OpL O Jny (pu+ ® pu*)'

(vt pm) e (2n)

Puisque Rep™ est bijectif, I'égalité (6) équivaut a

(7) ¥ =1y,

On a vu que 1'égalité (6) déterminait les coefficients cm(AT, A0, v7). 1l
en est donc de méme de ’égalité (7).

On peut remplacer le couple (AT, A7) par (AT,0), en remplacant n par
nt et m par une partition m* € P(n'). L’assertion (4) nous dit que les v~

intervenant dans la définition de 1)y disparaissent. En posant ¢* = p,;, nd (m™) =
nt —S(m™) et

¢"[m"] = > Cmt (AT 07)pye
1,+€'psymp,disc(2naL(m+))
I'analogue de 'égalité (7) devient
projcusp OIeSm+ OpL O jn+,0(¢+) = projcusp opt © jna'(m+)<¢+ [m+])

La méme chose vaut pour les données affectées d'un exposant —. Cela vérifie les
hypotheses du lemme 1.9. Appliquons ce lemme. Il affirme une égalité dont le
membre de gauche n’est autre que ¥. On voit que le membre de droite est égal a

7706 = Z C;n()\—’_,)\_;l/—’-,V_)pl"Ojcusp opbojno(pyﬁr ®py*>7

(vt pm)ePSY P (2n)

ou (AT, A7; v v7) est le membre de droite de 'égalité du présent énoncé. On
a donc ¢ = . Puisqu'on a aussi ¢y = 1 et que cette égalité détermine les
coefficients, on conclut ¢y (AT, A7, 0v7) = (AT, A7; v, v7) pour tout couple
(vt,v7), ce qui démontre le lemme. n
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2.6. Modules de Jacquet des représentations endoscopiques. On a vu en
2.4 que Stynip—guaa s'identifiait a P37""(2n). L’ensemble Endo,pnip—quaa s'identifie
de méme a P (2n): & (A, s,h) € EMDOyunip—quad, ON associe le quadruplet de par-
titions (ATT AT AT ATT) oty pour (, & = £ et tout entier ¢ > 1, la multiplicité
de i dans A\ est mggh(z), cf. 2.2. Remarquons que le sous-ensemble Endoyuip dise
de End0unip—quaa S'identifie & PY" ’diSC(Zn).

Soit m = (mq,...,my > 0) € P(< n). On reprend les constructions et
notations du paragraphe précédent associées a cette partition. Soient (\,s,h) €
ENd0unip—quad €t (V, 2, k) € EMD0unip diseny - On déduit de ces données des quadru-
plets (ATT AT AT A7) et (vt v T vt v~ 7). Considérons un quadruplet
I= (""" It I77) d’ensembles tels que

rurturtul T =A{1,...t}

On en déduit des partitions m*(I) pour ¢, ¢ = 4, formées des m; pour i € I,
Notons Z l'ensemble des quadruplets comme ci-dessus qui vérifient

S(AE) = S(1%) 4 28(m* ()

pour tous (,&. Pour I = (JtF, I~ 1T I77) € T et pour (,{ = +, on a défini
en 2.5 le coefficient cmgg(l)()\‘ff :v%¢). Posons

CI()‘? 5, h7 v, z, k) = H CmCE(I)<)\C£; ch)’
C’fz:l:

puis
c(\, s, h;v, 2 k) = ZCI()\,S,h; v,z k).
IeT
Remarquons la propriété suivante
(1) on al’égalité c(\, h,s;v, k,z) = c(\, s, h;v, 2, k).
En effet, échanger s et h, resp. z et k, revient & échanger A\=" et AT,

resp. v~ et v~ . L’échange de I~ et I™~ dans la définition ci-dessus conduit &
I'égalité (1).

Lemme 2.8.  Supposons vérifié le théoréme 2.2. Soit (A, s,h) € EMD0unip—quad -
Alors on a ’égalité

projell,comp(H<>\7 = h)M> =
Z c(A, s, h;v, 2, k)st, ®---® st,, @ proj.,(Il(v, z, k)).

(V,Z,k) E@nbﬂunip,disc,no

Preuve. On introduit le quadruplet de partitions (ATT, A=F AT~ A77) associé
a (A, s,h). Soit § =iso ou an. Le théoreme 2.2 dit que

II(A, s, h); = sgn, transfert (IT7,

()\JrJr’ >\*+) ® H.st

180

(AT A7),

ou on a posé sgn,, = 1 et sgn,, = —1. On définit les entiers m*™ et m~ de

180
sorte que IIfE (ATH, A™F) soit une représentation de G+ is0(F) et IIEE (AT7, A7)

150 150
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soit une représentation de G,,- ;s,(F). Le transfert est compatible au passage au
module de Jacquet. On doit toutefois considérer tous les sous-groupes de Levi de
Gt iso X G- iso qui se transferent en notre Levi M. Précisément, considérons
une paire d’ensembles (JT,J7) telle que J* U J~ = {1,...,t}. On lui associe
comme toujours deux partitions m(J*) et m(J~). Notons J ’ensemble de ces
paires telles que S(m(J")) < m*, S(m(J7)) < m~. Une telle paire définit des
groupes de Levi M(JT) C Gp+iso €t M(J7) C G- s associés aux partitions
m(J") et m(J7). On a un isomorphisme

M(J+) X M(J_) = GL(ml) X X GL(mt) X Gmo(J+),iso X Gmo(J*),ism

ot mo(J*) =mt—=S(m(J*)) et mo(J~) =m™ —=S(m(J")). Le groupe G (s+).is0 X
Gng(7-),is0 €5t celui d'une donnée endoscopique évidente de Gy, 4. On dispose pour
ces objets d’un transfert. En le tensorisant par les identités sur les groupes GL(m;),

on obtient un transfert entre distributions invariantes stables sur M (J1)(F) x

M(J7)(F) et distributions invariantes sur M (F). On a précisément

H()\, S, h)ﬁ,Mu ==

sgn, Z transfert (TI5

AT AT ) ) @ ILL (AT A ) m))-
(I )eT

150
Le transfert commute aussi aux projections sur les elliptiques compacts. Donc

(2) projell,comp<H<)\7 S, h)ﬁvMﬁ) - Z Sgnﬁ
(J+,J)eT

’ tranSfert(pro.jell,comp(Hf‘:o(k++7 )‘7+)M(J+)) @ projell,comp(Hfzo()\+7? )\77>M(J_)))'

Fixons (JT,J7) € J. On applique la relation 2.5(3) :

projell,comp(Hfzo()‘++7 /\_+)M(J+)> ® projell,compa_‘[f;o()\_‘—_? )‘__>M(J_)) =

Z Z Con(J+) (AFF ATt )

(vt = )ePsym P (9m (J+)) (= v )ePSYP I (2mg (T )
Cm ) ATV T v st @00 ® 8, ®
projell(Hfzo(V++7 ViJr)) ® projell<H§§o<V+i7 Vﬁi))'

Les quadruplets (vt v=F vT7 1»77) qui interviennent dans cette formule appar-

tiennent tous & PiY™”%*(2n,). La relation (2) se récrit
(3) projell,comp(n(/\u S, h)mMu) = Z

(vt p—t vt = p=—)epiymPdise o)
O(V++a V_+7 V+_7 V__) Sgnﬁs_tml K- S_tmt®
Sgnﬁ tranSfert(projell(Hf;o(erJr? ViJr)) ® pI‘Oje”<H§§0<V+7, Vﬁi)))7
ou la constante C (v, v~ vT= 1v77) est définie de la fagon suivante. Le quadru-
plet (vt v~ vt~ v77) étant fixé, on note J* le sous-ensemble des (J*,J7) €
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J tels que S(v™) + S(v=) =2mo(JT) et S(wT)+S(v") =2my(J ). Alors

(4) Cwrt v tvt- v )= E Cm(J+)()\++7 Aty
(J+,J)eT*
AT T ).

Pour (v, v, vt v ") € PY™PU5¢(2,) | les mémes arguments que ci-dessus
(en particulier, on utilise le théoréme 2.2) montrent que

sgny transfert(proj,, (1135, (v, v77)) @ proj, (e, (v, v77))) =
prOje”(H(V, Z, k)ﬁ)?

ou (v,z,k) € EMDOunipdisen, correspond a (v, v~ v~ v~7). La formule (3)
devient celle de 1’énoncé a condition de démontrer 1’égalité

(5) c(\, s, hyv, 2, k) =Cvtr v T vt v ).

Fixons donc (v, z, k) et le quadruplet (v*+ v~ vt7 v77) qui lui correspond. On
applique le lemme 2.7 aux termes intervenant dans la définition (4). On obtient

(6) Cwrt vt vt v )= Z Z Cm(soy+H (AT )

(T, J)eg* T+ 1+

m(J+H)(I- +) Z Cm(J—)(I+- ) )\+ vt )Cm(J (I--) (/\__ __).

It= 1~

On vérifie que les quadruplets T = (IT+, -7 [T~ [~7) intervenant dans cette
formule appartiennent a l’ensemble Z défini avant 1’énoncé. Un élément 1 =
(I, 1=t It~ I77) € T intervient dans la somme ci-dessus pour un unique
(Jt,J7) tona JT =ITTUIl T et J-=IT"UI~.Onaaussi m(J")(I*t") =
m(/™*) etc. Alors le membre de droite de (6) devient exactement c(A, s, h;v, 2, k).
Cela prouve (5) et acheve la démonstration. n

2.7. Egalité des deux involutions.
On a introduit deux involutions FP% et FP de I'espace RP™99° cf 1.9 et 2.3.

Théoréeme 2.9.  Supposons vérifié le théoréme 2.2. Alors on a ’égalité FP* =
Frar,

Preuve. En vertu de I'isomorphisme 1.5(2), il suffit de démontrer que, pour
toute partition m € P(< n), on a I'égalité
(1> projcusp OTIeSm ngar = projcusp OIeSm o FPar,

Fixons donc m = (my,...,m;) et posons ng = n — S(m). Composons a droite les
deux membres de 1’égalité ci-dessus par 'application ResoD o II. On obtient des
applications linéaires définies sur C[End0yip—quaa] - En vertu du lemme 2.4 et de
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la remarque qui le suit, il suffit de démontrer que ces applications sont égales. Soit
(A, 8, h) € EndOynip—quaa- Par définition de FP", on a I'égalité

PIOjysp © T€Sm 0F7" 0 Res o D(II(A, s, h)) = Proj,,, 0 resm o Res o D(II(A, h, 5)).

On a

PrOjoysp © T€Sm © Res oD = proj,,, 0 resy oDP*" o Res

d’apres le lemme 1.6 puis
PTOjoysp © T€Sm 0 D" 0 Res = prarM g PTO]ysp © T€Sm © Res
d’apres les propriétés de compatibilité de I’application DP*". Enfin,
resm, o Res(IT(\, h, s)) = Res™ (IT(\, h, 5) )

d’apres 1.5(1). D’ou
PTO]cysp © T€Sm 0F**" 0 Res o D(II(A, s, h)) = D**"M o proj,,,,, o Res™ (IL(A, h, 5) ).
En appliquant 2.5(2) et le lemme 2.8, on obtient

(2) PIOjyysp O TS 057" 0 Res o D(II(A, 5, h)) =
Z c(A\ hyssvy 2, k) X (v, 2, k),

(szvk)eenaounip,disc,no
ol
X(v,2,k) = DP""M o PTOj cyysp © Res (stp, @ - @ stp, @ (v, 2, k)).

Calculons maintenant proj,,, © resym oF7*" o ResoD(II(A, s, h)). Dans 'es-

pace RP990 cf 1.5 on définit les involutions FP9", resp. FPI", qui sont les pro-

duits tensoriels des identités des composantes CEL0™) et de FBeT resp. §he", sur

la composante Rﬁ‘é”’gwb. Les propriétés de compatibilité des involutions de Lusztig
entrainent
PI0J sy © T€Sm 0F P 0Res o D(II(A, s, h)) = Fhi"oproj,,, o resm o Res o D(II(A, s, h)),

puis, par les mémes arguments que ci-dessus,

PI0j sy © T€8m 0 F 7" 0 Res o D(II(A, s, h)) =
Fr o DP"M o proj,, ., o Res™ (II(A, s, h) ).
En appliquant 2.5(2) et le lemme 2.8, on obtient
(3) PIOj ysp © T€8m 0 F 7" 0 Res o D(II(A, 5, h)) =
Z ¢\, s, h; v, 2, k)Y (v, 2, k),

(V,Z,k)éeuaounip,disc,no
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ou
Y (v,2,k) = FE o DP"M o proj,,,,, ResY (st,,, ® - ® st,, @ (v, 2, k)).
M.

Fixons (v, 2, k) EEND0unip disen - On aDP™Mo PTOj cyysp © Res™ = PTOjcyysp © ResM oD
On a aussi L0 Proj.,s, = PrOju,s, ©8m  d’apres le lemme 2.6. D’ou

Y(V’ 2, k) = projcusp Omr © ReSM ODM(Stml Q- @ Sty @ H(l/, 2 k))

par

par on obtient

En appliquant la définition de I'involution
Y (v, 2, k) = proj e, o Res™ oDM (styy, @ -+ ® styn, @ (v, k, 2)),
puis, par les mémes arguments de compatibilité,
Y (v,2,k) = D" o proj,,,, o Res" (sty, ® -+ @ sty, @ (v, k, 2))

Autrement dit, Y (v, z,k) = X (v, k, z). En permutant z et k dans le membre de
droite de (3), on obtient

(4) PIOj yysp O T€Sm 0 F P 0 Res o D(II(A, 5, h)) =
Z ¢\, s, bk, 2) X (v, 2, k).

(v,2,k) E@naﬂunip,disc,no

La relation 2.6(1) entraine que les membres de droite de (2) et (4) sont égaux.
Donc aussi les membres de gauche. Comme on I'a dit, cela démontre (1). n

Index des notations

C[X] 1.4; C, 155 Ct, 155 Cy 155 COH™ 155 CWilewsp 1.87 D(n) 1.2;
Diso(n) 1.25 Dap(n) 1.2; D 1.7; DP* 1.7; 9(Q) 1.1; n7(Q) 1.1; n~(Q) 1.1;
Ellynip 143 @llynip 143 €004y 215 E00unip—quad 2.2; €005 0g 2.2
EN00ynip disc 2-4; FLo1.9; Frer 19: F 23; P 2.3; Giso 1.1; Gon 1.1; T
1.8; T 1.8; dL(Qn) 2.1 Irvyunip 1.3 Irtyumip 1.3 Dlunip—quad 1-3 5 ItTunip—quaa 1.3
Jord(X) 1.3; Jordy,(N) 1.3; Jordf,(X) 1.4; Ky, 0 123k 1.9; 82.2; L* 115 Ly e
1.2; I(A) 1.3; multy 1.3; 91 2.2; 0 1.1; OF(Q) 1.1; O (Q) 1.1; w 1.1; My pun
1.3; P(N) 1.3; P¥mP(2N) 1.3; P¥™P(2N) 1.3; w(\,s,€) 1.3; m(At, e, A7, ¢7)
1.3 meu(AT, €7, A7, €7) 1.4 proj,,, 1.5; P(<n) 1.5; Pe(N) 1.8; II(A, s,h) 2.1;
TH (A, A7) 245 Pompaise(2) 2.1 proj,y 2.5 Projuseomy 255 Quso 115 Qun 1.1
px 1.3; RPo™ 1.5; Rpargiob 15 Riaey 1.5; Rparglob 1 5 Riausp 1.5 tesy, 1.5;
res’ 1.5; res, 1.5 et 1.8; resy, 1.5; Res 1.5; Res™ 1.5; R 1.8; R(v) 1.8; R(7)
1.8 R 1.8 Reusp 1.8; Rep 1.9; pr 1.10; S(N) 1.3; sty 1.6; Sy 1.8; Sy 1.8;
sgn 1.8; sgnep 1.8: S, 1115 Gtiynip 2.1 Stunip—quad 2-4; Stunip.dise 2.4 sgh,g,
2.6; sgn,, 2.6; valp 1.1; Vig, 1.1; Vi, 1.1; Wy 1.8; Wy 1.8; wy 1.8; wap 1.8;
Wappr 1.85 Z(N) 1.35 Z(\,s) 1.35 Z(\,s) 1.3; Z(\,s)Y 1.3; |.|p 1.1.
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