Journal of Lie Theory
Volume 29 (2019) 143-179
© 2019 Heldermann Verlag

Formes Linéaires de Type Réductif et Unipotent

Meher Bouhani

Communicated by A.Pasquale

Abstract. Utilisant le méandre associé, nous montrons que pour une sous-algebre biparabolique
d’une algebre de Lie simple de type A ou C, les formes linéaires construites par P. Tauvel et R. Yu
[Sur Uindice de certaines algébres de Lie, Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 54 (2004) 1793-1810]
sont génériquement fortement régulieres. De plus, nous montrons que cet ensemble de formes
linéaires rencontre 1'unique orbite de type réductif et unipotent. Enfin, nous donnons une nouvelle
démonstration, directe et élémentaire, de la formule de I'indice conjecturée par Tauvel-Yu [loc. cit.
et démontrée par A. Joseph [On semi-invariants and index for biparabolic (seaweed) algebras I, J.
Algebra 305 (2006) 487-515].
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1. Introduction

Soit g l'algebre de Lie d’un groupe de Lie algébrique complexe G et g* son dual.
On désigne par 3(g) le centre de g, par “g le radical unipotent de g et par v(g) un
facteur réductif de g (voir [6]). Pour f € g*, on note gy le stabilisateur de f pour
I'action coadjointe. On appelle indice de g qu’on note x(g) la dimension minimale
de gs lorsque f parcourt g*.

Soit s une algebre de Lie simple, h une sous-algebre de Cartan de s, A un systeme
de racines de s et 7 une base de A. Deux racines «, § € A sont dites fortement
orthogonales si o+ 8 ¢ A. Pour toute partie 7 C 7, Kostant associe un ensemble
K.+ des sous-parties connexes (relativement au diagramme de Dynkin) de 7 et il
montre que U'ensemble Qs := {&r, T € K/}, ou &7 est la plus haute racine de T, est
un systeme de racines fortement orthogonales (voir [9] et [18]). Pour toutes parties
7 et © de m, on associe une unique sous-algebre biparabolique (& conjugaison pres)
4, de s. Solent ks = card(Q,), k» = card(2,») et E_ » le sous-espace de
h* engendré par QU Q ». Dans [17], Tauvel et Yu ont construit au moyen de
Q. UQ » un sous-espace vectoriel de q7, , noté V. » (voir paragraphe 3.2). Ils
ont montré que, génériquement, la dimension du stabilisateur d’un élément de Vo o
est majorée par dim(h) + ks + kv —2dim(E,/ ), de sorte que 'on a :

X(qw,ﬂr”) S dlm(h) + k7r/ + kﬂ'” - Qdim(Eﬁlﬂr”)
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Ils ont conjecturé de plus I'égalité, cette conjecture a été démontrée par Joseph dans
[10]. Dans cet article, nous décrivons toutes les formes fortement régulieres de V.,
(Théoréme 5.12;, Théoréme 6.17), nous donnons une sous-algebre de Cartan-Duflo
de q_- + qui est unique a conjugaison pres (Théoreme 5.15, Théoréme 6.18), et nous
redémontrons en particulier la conjecture de Tauvel et Yu lorsque s est de type A
ou C (voir paragraphes 5 et 6).

Une algebre de Lie g est dite quasi-réductive, s’il existe f € g* telle que “(gs) C 3(g),
dans ce cas f est dite de type réductif. Si de plus la restriction de f a tout facteur
réductif de gy est nulle, f est dite de type réductif et unipotent, son stabilisateur
gs est appelé sous-algebre réductive canonique de g. Une algebre de Lie g est dite
fortement quasi-réductive si elle est quasi-réductive et “3(g) = 0, ce qui est le cas
des sous-algebres biparaboliques quasi-réductives d’une algebre de Lie simple. Dans
ce cas, 'ensemble des formes de type réductif et unipotent est une unique G-orbite
(voir [7], Théoreme 3.5.1]).

De nombreux travaux concernent la classification des sous-algebres biparaboliques
quasi-réductives d’une algebre de Lie simple s, il en résulte que les sous-algebres
de Borel de s sont toutes quasi-réductives (voir [9]). De méme, si s est de type A
ou C, toutes les sous-algebres biparaboliques de s sont quasi-réductives (voir [14]).
Cependant, ceci n’est pas le cas pour s de type B ou D, on trouvera une classification
des sous-algebres paraboliques quasi-réductives dans [7].

Dans [3], Dergachev et Kirillov associent a chaque sous-algebre biparabolique q de
I'algebre de Lie s = gl(n) un graphe appelé méandre associé a q ou méandre de q,
et au moyen de ce graphe, ils décrivent l'indice de q. Ce résultat a été généralisé
au cas des sous-algebres biparaboliques de s = sp(n) dans [2] et [15], et au cas de
celles de s = so(n) dans [16]. Dans [12], Moreau et Yakimova donnent en terme
du méandre associé la classe de conjugaison des sous-algebres réductives canoniques
des sous-algebres biparaboliques lorsque s est de type A. Elles décrivent également
les classes de conjugaison des sous-algebres réductives canoniques des sous-algebres
paraboliques quasi-réductives lorsque s est symplectique ou orthogonale. Ce résulat
a été généralisé au cas des sous-algebres biparaboliques lorsque s est une algebre de
Lie classique réelle différente de so(p, q) dans [5], et lorsque s = so(p, q) ou so(n,C)
dans [4].

Dans ce travail, nous montrons que pour une sous-algebre biparabolique q d’une
algebre de Lie simple de type A ou C, I'unique orbite de type réductif et unipotent de
q rencontre I’ensemble des formes linéaires construit par Tauvel et Yu dans [17], nous
décrivons une forme ¢° de type réductif et unipotent contenue dans cet ensemble,
ainsi que toutes les formes u-équivalente a ¢° (resp. de type réductif, de type
unipotent)(voir définition 2.9) contenues dans celui-ci (Théoreme 5.12, Théoreme
6.17). Nous retrouvons en particulier la classe de conjugaison des sous-algebres
réductives canoniques de q (Théoréme 5.15, Théoreme 6.18).

Dans toute la suite, les groupes et les algebres de Lie considérés sont définis sur le
corps des complexes.
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2. Généralités
Soit G' un groupe de Lie algébrique, g son algebre de Lie et g* le dual de g, on
désigne par Z(G) (resp. 3(g)) le centre de G (resp. g), par “G (resp. “g) le radical
unipotent de G (resp. g) et par R(G) (resp. t(g)) un facteur réductif de G (resp.
g) (voir [6]).
Au moyen de la représentation coadjointe, g et G opeérent dans g* par:

(@.f)y) = f(ly,2]), vycget feg
(x.f)(y) = f(AdaTly), 1€ G, yecget feg"
Pour feg*, soit G le stabilisateur de f pour cette action et g; son algebre de Lie:

Gy={zeG;f(Adz"y) = fy), ye€g}
gr =1z €g; f([z,y]) =0, y€g}

On appelle indice de g l'entier x(g) défini par: x(g) = min{dimg;, f € g*}.
Si x(g) =0, g est dite une algebre de Frobenius.

Définition 2.1. Une forme linéaire f sur g* est dite réguliére si dim gy = x(g).

Remarque 2.2. Le stabilisateur d’'une forme réguliere est commutatif (voir [8]).
L’ensemble des éléments réguliers est un ouvert non vide de g* pour la topologie de
Zariski, on le notera par g;.

Définition 2.3. Une forme linéaire réguliere g € g* est dite fortement réguliére
si jg, le facteur réductif de g, qui est un tore, est de dimension maximale lorsque
g parcourt 'ensemble des formes régulieres. On notera g7, 'ensemble des formes
fortement régulieres.

Remarque 2.4. (i) Les tores j,, pour g € g}, sont appelés les sous-algébres de
Cartan-Duflo de g, ils sont deux a deux conjugués sous l'action du groupe adjoint
connexe de g (voir [11], 1.18).

(ii) Si g est réductive, les sous-algebres de Cartan-Duflo de g sont les sous-algebres
de Cartan.

(iii) g}, est un ouvert de Zariski G-invariant non vide de g*.

Définition 2.5. On appelle rang de g et on note rang(g) la dimension commune
des sous-algebres de Cartan-Duflo de g.

Définition 2.6. (i) Une forme linéaire g € g* est dite de type réductif si “(g,) C
3(g). On notera g, I'ensemble des formes de type réductif.
(i) Une algebre de Lie g est dite quasi-réductive si g, est non vide.
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Définition 2.7. Soit g € g*, un sous-espace b de g est dit coisotrope relativement
agsic {vreg; g(r,y]) =0, yeb} Ch.

Définition 2.8. On dit que g € g* est de type unipotent si et seulement si g vérifie
les conditions suivantes:
(Ul) La restriction de g a tout facteur réductif de g, est nulle.
(U2) 1l existe une sous-algebre b de g telle que:
(i) b est algébrique.
(ii) b est coisotrope relativement a g.
(iii) b=g,+ “b. [

Soit g l'ensemble des formes de type unipotent. Il est invariant sous l'action du
groupe des automorphismes de g. L’orbite d’un élément g de g est dite de type
unipotent.

Définition 2.9. [6] Soit g € g, une forme A\ € g* est dite u-équivalente a g, s'il
existe une sous-algebre b coisotrope relativement a g et une forme f € G.\ tels que
flub = gluh .

Remarque 2.10. Il a été démontré dans [7] (Théoreme 3.4.1) quesi g € g7, alors
g € g si et seulement si la condition U; est vérifiée.

Theoréme 2.11. ([7], Théoréme 3.5.1) Supposons que g est quasi-réductive et que
“3(g) =0. Alors g;, N g;., est une G-orbite.

Remarque 2.12. Si g est une algebre de Frobenius, alors g est quasi-réductive,
3(0) =0 et g7 =g}, = g7a N 00, u
Supposons que g est quasi-réductive, soit ¢ € gi N gr.,. On choisit une réalisation
de g comme sous-algebre de Lie de 'algebre de Lie des endomorphismes d'un C-
espace vectoriel de dimension finie. Soit t=1(gs). On désigne par h=g"'={z € g;

[z,y] =0, y € t}, le centralisateur de v dans g, h' orthogonal de t dans b pour la
forme bilinéaire (X,Y) — Tr(XY), c’est un idéal de b et h = 3(r) @ h'. On a alors:

g=3(t)®bh' ®[r,g] desorte que g*=3()*® (') @ [r,g]"

Lemme 2.13. Awvec les notations précédentes, on a:

(a) 3(b') ="3(g) et & € (b');.
(b) Supposons que “3(g) = 0,alors:
(i) B! est une algebre de Frobenius.
(ii) Réciproqguement, si f € (h*)., soit f le prolongement de f par 0 sur
3(v) @ [t,0], alors [ € g5 N gy

Preuve. Puisque ¢ € g} et v C g4, alors ¢ est nulle sur 3(tv) @ [v,g]. D’autre
part ¢ € gi.,, donc “(gs) = “3(g) C 3(h'). Comme h' normalise le sous-espace
3(t) @ v, g], on voit alors que by = g, Nh'. Maintenant, soit © = 21 + x5 un élément
de g4 tel que 21 € v et xy € “3(g), alors x € b si et seulement si x; € 3(v), en
particulier, on a gy N h' = "3(g). Par suite on a: 3(h') C b} = go N bh' ="“3(g).
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Done bl = 5(b') = “3(g) et ¢ € (b'); puisque (h') > dims(h'). Si de plus
“3(g) =0, alors bé =0 et h! est une algebre de Frobenius. Soit H le centralisateur
de v dans G, alors ¢ € (h')* = H.¢. Soit f € (h')*, il existe alors z € H tel que
f = 2.¢. Comme H normalise I'espace 3(t)* @ [t,g]*, alors f = x.¢ et par suite

JE€GNGrea - u

Définition 2.14. Supposons que g est quasi-réductive et “3(g) = 0.
Soit ¢ € gy N g.,, la sous-algebre g, est appelée sous-algebre réductive canonique
de g et on la notera v, (elle est unique a conjugaison pres).

Lemme 2.15. Soit g = @19‘9 g; somme directe d’algeébres de Lie algébriques,
pegetpi=pl, 1<i<n. On a :

(1) ¢ € g}, siet seulement si p; € (g;)sr, 1 <0< n.

(2) peg:, sietseulement si p; € (g )rea, 1 <i <.

(3) @€ gt sietseulement si ; € (§)u, 1 <i < n.

Preuve. Comme, pour tous 1 < ¢ # j <n, g; et g; commutent, on a directement
gy = Di<i<n(8i),- Les trois assertions en résultent. ]

On en déduit alors le corollaire suivant.

Corollaire 2.16. (1) Pour 1 <i <mn, soit j; une sous-algébre de Cartan-Duflo de
gi;. Alors ®1§i§nji est une sous-algébre de Cartan-Duflo de g.

(2) Supposons que pour 1 <i <mn, g, est quasi-réductive et soit v; une sous-algébre
réductive canonique de g;. Alors g est quasi-réductive et @gz‘gn v; est une
sous-algebre réductive canonique de g.

Lemme 2.17. Soient g = go X a un produit semi-direct d’une algebre de Lie gy et
d’un idéal abélien a contenu dans le radical unipotent de g, f€g*, a=f,, a le
prolongement de a par 0 sur gy, g=ga et f:f|§. Supposons que le centre de g est
formé d’éléments semi-simples et que G.(f|,) est une orbite ouverte dans a*, alors :

(1) g est quasi-réductive si et seulement si § est quasi-réductive.

(2) o7 =(9);

(3) Supposons g quasi-réductive, alors f€g:Ngt,, si et seulement si f€FE NGy
(4)

4) f € g}, si et seulement si fe 9 -

Preuve. Pour (1) et (2), voir [12](Lemme 4.3), (3) résulte de (2) et de la remarque
2.10. Drapres [13] (Lemme 1.4), x(g) = x(g). On déduit de (2) que f € g si et
seulement si f € gy, et puisque t(g;) = v(gs), alors f € g}, si et seulement si

e .
Remarque 2.18. Le fait que l'orbite G.(f},) soit ouverte dans a* équivaut a la

condition gy Na = {0}. En effet, G.(f],) est une orbite ouverte dans a* si et
seulement si (g.f)), = a*. ]
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Lemme 2.19. Soient g = g(0)@©g(1) D g(2) une algebre de Lie 3-graduée (signifiant
que [9(i),8(5)] Co(i+j), 0<4,j <2 oug(i)=0 pouri>3), feg", a=f,,
a le prolongement de a par 0 sur g(0) @ g(1), §=ga et f = s - Supposons que le
centre de g est formé d’éléments semi-simples et que grN(g(1)®g(2))={0}. Alors:

(1) g est quasi-réductive si et seulement si g est quasi-réductive.

(2) 9y =95

(3) Supposons g quasi-réductive, alors f € gt Mgk, si et seulement si fe 0 N8k
(4) f € g}, siet seulement si fe iy s

Preuve. Pour (1) et (2), voir [12] (Lemme 4.6), (3) résulte de (2) et de la remarque
2.3. D’apres [13] (Lemme 1.5), x(g) = x(8), le résultat se déduit alors de (2). m

3. Sous-algebres biparaboliques d’une algebre de lie semi-simple

3.1. Soient g une algebre de Lie semi-simple sur le corps des complexes C, k la
forme de Killing de g définie par k(z,y) = Tr(ad(z)ad(y)) pour z,y € g , b une
sous-algebre de Cartan de g et A C b* le systeme de racines de g relativement a
b, soit 7 := {ay,...,q,} une base de racines simples, alors A = AT UA™ ou A*
est ’ensemble des racines positives relativement a m et A~ = —A™. Deux racines
a, f € A sont dites fortement orthogonales si a3 ¢ A . Pour o € A, soient h, €
tel que a(hy) =2 et k(hy,h) =0 si a(h) =0, et g, :={x €g; [h,z] = a(h)z, h €
h}, go est de dimension un. On choisit X, € g, tel que {X,, a« € A; h,, a € 7}
soit une base de Chevalley de g (voir [1], 4.2.1) et on note {X}, a« € A; b, a € 7}
la base duale.

Pour tout sous-ensemble 7 C 7, soient A:, = AT NNz’ ot N7’ désigne 'ensemble
des combinaisons linéaires des éléments de 7 & coefficients dans N, A;, = —A:rr, et
n:, (resp.n;,) le sous-espace de g somme directe des g, (resp.g_, ), pour « € A:rr,.
Alors A/ = A:rr, U A~ est un systeme de racines dont A:, est un ensemble de

racines positives et 7 est une base de racines simples. De plus n:rr, et n_, sont des
sous-algebres de g formées par des éléments nilpotents et on a g = nt & hdn_,
cette décomposition est appelée décomposition triangulaire de g.

Dans la suite, (g,h,7) désigne une algebre de Lie semi-simple g, ou h est une sous-
algebre de Cartan de g et 7 est une base de racines simples du systeme de racines
de g relativement a b.

Rappelons qu'une sous-algebre de Borel de g est une sous-algebre résoluble maximale
(au sens de 'inclusion) de g. Une sous-algebre parabolique de g est une sous-algebre
contenant une sous-algebre de Borel de g.

Définition 3.1. Pour tout sous-ensemble 7' C 7, la sous-algébre p=nfdh ®n

(resp. p = n;@f)@n;ﬁ ) est appelée sous-algébre parabolique standard (resp. standard

opposée) de g associée a 7 .

Remarque 3.2. (1) Toute sous-algebre parabolique de g est conjuguée sous le
groupe adjoint de g a une sous-algebre parabolique standard de g.

(2) Si7 =@, p (resp. p ) est une sous-algebre de Borel de g.



BOUHANI 149

Définition 3.3. Deux sous-algebres paraboliques de g sont dites opposées si leur
somme est égale a g.

Définition 3.4. On appelera sous-algebre biparabolique de g, toute intersection de
deux sous-algebres paraboliques opposées de g.

Remarque 3.5. Soient 7,7 C m, la sous-algebre Ay o 1= n;ﬁ ©ho n, =
p_ Np.r est appelée sous-algebre biparabolique standard de g, et les sous-algebres
biparaboliques de g sont toutes ainsi obtenues (& conjugaison pres). ]

3.2.  Rappelons que pour toute partie connexe (relativement au diagramme de
Dynkin) 7 C 7, il existe une unique racine £ € A: telle que, pour toute racine
ac Al onal+ag Al £ estappelée la plus haute racine de AY, . Kostant a
donné une construction d’'un systéme de racines fortement orthogonales qu’on notera
Q. (voir [9] et [18]). Cette construction repose sur celle d'un ensemble C_+ de parties
connexes de 7, appelé cascade de Kostant associée & 7 et défini par récurrence sur

le cardinal de 7 de la maniére suivante:
(].) ICQ — @,
(2) Si 7,..,7, sont les composantes connexes de 7 , alors K_s = ICW; U---Uk._r,

(3) Si 7 est connexe, alors K = {r JUK » ou 7 ={acn;& —ag¢ A }.

Soient Q2 = {&r, VT € K/} et ko le cardinal de €/, les éléments de €+ sont
deux a deux fortement orthogonaux. Le cardinal de €2, ne dépend que de g, on le
notera par ky. Le tableau suivant décrit I'entier k; pour tous les différents types
d’algebres de Lie simples g.

Ay, £>1|By, £>2|Cp, £>3|Dy, £>4| Gy |Fy| Eg|Er| Es

C+1 l
— 2= 2 1414
oK ( H 7 s

Table 1: k, [18]
On notera Vs _» le sous-espace de g* engendré par { X7, £ € Q/}U{X",, £ €}

Lemme 3.6. [17] Soit © C 7 et pour tout £ € Q. soient
A:EZ{QEA+’ E—ace AT U{ etgb= Y CX,. Ona:
’ " " aeAT,
g
(1) ¢° est une algébre de Heisenberg de centre CX¢, £ € Q.
£€ Q. De plus n:/ = P .

(2) AY, est réunion disjointe des ensembles A7,
fEQTr/

’67

Theoréme 3.7. [10] Soient q,/ » une sous-algeébre biparabolique d’une algébre de
Lie semi-simple (g,h,m) de rang n et E. o le sous-espace de b engendré par
QUQ n, alors:

MGy ) = 1+ (g 4 hi) = 2dim(Eyr ).

T,
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Lemme 3.8. [10] et [17] Soit q,/ .» une sous-algebre biparabolique d'une algebre de

Lie semi-simple (g, b, ), alors il existe un ouvert U de (C*)%" x (C*)%" tel que
la forme @,/ » définie par:

Prtar = D AXEH D peX

§€Qﬂ_l fEQﬂ_N

soit réguliére dans (q,+ )" pour tout ((Xe) ecq ,, (te)eeq ) € U. En particulier, on

T

Qa Vﬂ_/m_// ﬂ ( 7r/,7r”): 7£ @

Lemme 3.9. (1) Si (g,h,m) est une algebre de Lie simple classique de type A ou
C, soit @g la forme linéaire de g* donnée par @q= > (AeX{ + peX*;) ot
Qr
(A¢ e)eeq, € C*r. €

(i) La forme @4 est de type réductif dans g* si et seulement si pour tout § € .,
e et e vérifient la condition suivante :

)\5 =0 <= He = 0.
(i) La forme g est de type réductif et unipotent dans g* si et seulement si
Ae = pe = 0 pour tout & € Q. (i.e @4 est nulle).

iii) La forme @, est fortement régulicre dans g* si et seulement si A 0,
g 3
pe # 0 pour tout § € Q. et H&;«ég/eaﬂ(}‘ﬁﬂﬁ — /\5/,“5’) £0.

(iv) Supposons que @y est fortement réguliére dans g*, alors:

Opy = P CAX e+ pueXe) ®{h € b|&(h) =0, £ € Qr} est une sous-
§€Qx
algebre de Cartan-Duflo de g.

(2) Si g =so0(n), soient (€;;)1<ij<n la base canonique de gl(n) et ¢4 la forme de

g* définie par: og= Y A€, i1 — € iy1), Mi<i<z) € Cl2l. Alors,
]

1<i<[2

(i) g est de type réductif dans g*.

(ii) 4 est fortement réguliére dans g* si et seulement si — [[  (AF=MA3) #0,
et de plus, si n est impair, \; #0, 1<i<[3]. Lsi<i<[3]

(ili) @y est de type réductif et unipotent dans g* si et seulement si \; = 0,
1 <iqi<[3].

(iv) Supposons que @y est fortement réguliére dans g*, alors :
9o, = D Clein—it1 — en—iy1,i) est une sous-algebre de Cartan-Duflo de g.
1<{$]

Preuve. (1-i): Rappelons que la forme de Killing k£ est non dégénérée sur g.
Identifions g et g* au moyen de cette forme. Soit X, I'élément de g associé a .
Comme la base de g choisie ({X,, a € A; h,, a € m}) est une base de Chevalley,
il existe un nombre ¢ # 0 tel que X = ¢ . (ueXe + AeX_¢) (voir [17] et [18]).
Alors ¢4 est de type réductif dans g* si et seulement si X, est semi-simple. Or
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celui-ci est semi-simple si et seulement si pour tout & € 2, A¢ et pg vérifient la
condition \¢ = 0 <= pe = 0.

(1-ii): Remarquons que P, C(AeX-¢ + peXe) C gy, Compte tenu de (i) et de
la Remarque 2.10 , ¢4 est de type réductif et unipotent dans g* si et seulement si
pg = 0.

(1-iii): On suppose que g = sl(n). Si X, n’est pas semi-simple, la forme ¢, n’est
pas de type réductif et donc n’est pas fortement réguliere. Supposons que X, est
semi-simple, soit C" = @,_,.,. V),, ou V), = {v € C" | X;v = \v, \; € C}. Le
stabilisateur de ¢, dans g* s’identifie au centralisateur de X, dans g. Or, pour tout
y €9, [y, Xy] = 0 siet seulement si y.V), C V), 1 < i < r. Par conséquent, le
centralisateur de X, dans g est un tore si et seulement si dim(V),) =1, 1 <i <r,
et puisque x(g) =mn — 1, on en déduit que ¢, est fortement réguliere dans g* si et
seulement si A¢ # 0, pe #0, £ € Qr et [[ocq (Aepte — Agper) # 0.

De la méme maniere, on montre que: Si g = sp(2n), ¢, est fortement réguliere dans
g" si et seulement si \¢ #£ 0, pe #0, £ € Qr et [[o ecq (Aepte — Ag i) # 0.

(1-iv): Supposons que ¢, est fortement réguliere dans g*, nous recevons immedi-
atement P.q C(AeX_¢ + peXe) ® {h € h[§(h) =0, £ € Qr} C gy, . D'autre part,
on vérifie que dim(Bcq. C(AeX-¢ + peXe) ® {h € h[&(h) =0, § € Qr}) = dimb.
Le résultat s’en déduit du fait que dimg,, = x(g) = dimb.

(2): Le résultat se démontre d’une maniere analogue a celle de 1). n

Remarque 3.10. Si g est une algebre de Lie réductive, alors [g, g] est semi-simple,
3(g) est un tore commutatif et g = 3(g) ® [g,g] . Pour tout ¢ € [g,g]", soit ¢ le
prolongement de ¢ par 0 sur 3(g), alors g; = 3(g) ® [9,9], et ¢ € g}, (resp. g;,) si
et seulement si ¢ € [g, g}, (vesp. [g,g],). Sij est une sous-algebre de Cartan-Duflo
de [g, g], alors j @ 3(g) est une sous-algebre de Cartan-Duflo de g.

Dans toute la suite, si g est une algebre de Lie réductive, on notera la forme @ g
par ¢y et on désignera par J, une sous-algebre de Cartan-Duflo de g.

4. Meéandre

Soient @ = (ay,...,ay,) et b = (by,...,b;) deux compositions d’'un entier n € N* |
on pose ag = by = 0. Pour tout 1 < ¢ < m (resp. 1 < j < t), soient 0;
(resp. 6) I'involution de I; = [ag + -+ + a;_1 + L,ag + -+ + a;] NN (resp. J; =
[b0—|— : '—|—bj_1+1, b0+ . +bj]ﬂN) définie par 02(1’) = 2(a0+- : '+a2‘_1)+al‘—flf—|—1, T € Iz
(resp. 9;<y) = Q(bo‘l’ . -—I—bj_1)+bj—y+1, Yy € J]) Soient [ = Ulgigmji = Ulgjgt(]j ==
[1,n] N N. On associe & la paire (a,b), les deux involutions 0 = 6, et § = 6, de
I telles que la restriction de 6 (resp.f') a I; (resp. J;) est égale & 6; (resp. 8;),
1<i<m (resp. 1 <j<t). Soit K=<6,0 > le groupe engendré par 0 et ¢, il
agit dans I.

On associe a la paire (a,b) un graphe noté I'(a | b) et appelé méandre associé a

(a,b), dont les sommets sont n points consécutifs situés sur une droite horizontale
D et numérotés 1,2,...,n. Il est construit de la maniere suivante: on relie par un
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arc au dessous (resp. au dessus) de la droite D toute paire de sommets distincts de

[(a|b) de la forme (z,0(z)) (vesp. (x,0 (z))), = € I.

)
)
)

o o [}
—

A —

Exemple 4.2. I'(3,6|6,3)= ¢ o o M

Remarque 4.3. (1) Soient 1 <i<m tel que a; > 1 et z,y € I;,on a:

(a) O(z) —0(y) =y—=.
(b) Supposons que z < y, alors, pour tout z € I, 0(z) € [0(y),0(x)] si et
seulement si z € [z,y].

Exemple 4.1. 1(2,4,3]5,2,2)=

E

(2) Soient 1 <j <t telqueb;>1etz,yeJ;,ona:
(a) 0'(z) = 0'(y) =y —=.
(b) Supposons que x < y, alors, pour tout z € I, 6'(z) € [6'(y),0 (x)] si et
seulement si z € [z,y].

Soit Ky =< 60 >, c’est un sous-groupe distingué et d’indice 2 du groupe fini K.
De plus K est le produit semi-direct de K, par aussi bien le sous-groupe a deux
élément engendré par 6 que par celui engendré par . Par suite, les éléments de K
sont de la forme 6<(6'0)¢, e € {0,1} et e € [0,card Ky — 1]NZ. Pour tous = € I, on
considere la suite (f'(7));>o définie par f2(x) = (0'0) (z) et f2+1(x) = O0(f*(z)).
On a donc K.z = {f!(x), | > 0}.

Définition 4.4. Si X est un sous-graphe de I'(a | b), on note Sx l'ensemble des
sommets de I'(a | b) appartenant a X.

Lemme 4.5. Un sous-graphe connexe X de I'(a | b) en est une composante connexe
si et seulement si Sx est une K-orbite.

Preuve. 1l suffit de remarquer que deux sommets distincts « et y de I sont liés
par un arc si et seulement si y = 6(z) ou y = 0'(z). |

Définition 4.6. Une composante connexe X de I'(a | b) est dite un cycle si tout
x € Sy est distinct de §(z) et de 0'(z).

Une composante connexe X de I'(a | b) est dite un segment si elle n’est pas un cycle
(i.e. il existe x € Sx vérifiant 6(x) =z ou 6 () = ).

Lemme 4.7. Soit X un cycle de I'(a | b), on a :
(1) card(Sx NI;) est pair, 1 <i<m.

(2) card(Sx NJ;) est pair, 1 < j <t.

(3) card(Sx) est pair.

Preuve. (1) Résulte du fait que 'ensemble Sy NI; est invariant par 6, 1 <i <m
et O(x) £z, z € X.
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(2) De méme, 'ensemble SxM.J; est invariant par 6, 1 < j <tet 0 (z) #z, v € X.
(3) Les ensembles Sy N1;, 1 <i < m (resp. Sy NJ;, 1 <j <t)sont deux a
deux disjoints, de plus, on a Sx = Ui<i<m(Sx N L) = Ui<;j<(Sx N J;). D'ou le
résultat. [ ]

Soient X une composante connexe de I'(a,b), © € Sy et Sy = Ko.z, on a Sy =
K.x = SqU#6Sy. Soit k = card Sy. Alors la transformation 0/0|SO est d’ordre k et,
de plus, on a soit Sy N OSy; = T, soit Sy = 6S5y. Dans le second cas, X est un
segment. En effet, dans ce cas, il existe deux entiers 0 S/ e <e <k—1 tel que
(6'60)°(z) = 9(9/9)6/ (z). En particulier, si on pose | = [Z5=2], et y = (6'6)!(z), on
voit alors que 6(y) =y, si e+e¢ est pair, et §'6(y) = 0(y), si e+¢€ est impair. De la
méme maniere, on montre que dans le premier cas, X est un cycle de cardinal 2k.

Corollaire 4.8. (Avec les notations précédentes) Soient X un cycle de I'(a | ),
x € Sx et k€ N* tel que card(Sx) =2k. On a :

(1) Pour tout i € N, fi(x) =x si et seulement si i = 0[2k].

(2) Soient 0 <i<i <2k—1 et y€ Sx tels que fi(r) = f",(y), alors :
(1) Sidi+i estimpair, on a : fi* (z) =y et [ (y) = .
(i) Sii+1i est pair, on a : fRY1(x) =y et fF N (y)=x.

Lemme 4.9. Soient X un cycle de T'(a | b) dont les sommets sont x1 < -+ < To.
Ona :

(1) Pour tout 1 >0, il exviste 1 <i <m et 1 < j <t tels que {f!(x1), fi(x2)} C
LnJj.
(2) Pour tout 1 >0,
(i) Aucun sommet de X n'est compris entre f'(z1) et fl(xs).
(ii) Ona |f' (1) = fl(x2)| = 22 — 21,
(iii) On a fl(xy) < fl(xs) sil est un entier pair, et fl(xo) < fY(x1) sil est un
entier impair.

Preuve. Comme z; < x5 < 0(z) et 2, < x5 < 6'(z1), on voit alors que
I'assertion 1) est vérifiée pour [ = 0. Soit i > 0, il résulte de la remarque 4.3
que s'il existe 1 <7 < m et 1 <j <t tels que {f"(z1), f'(x2)} C L. N J;, alors,
I'assertion 2) est vérifiée pour [ =i si et seulement si, elle est vérifiée pour | =i — 1
et pour [ =i+ 1. D’autre part, s'il existe 1 < j # j <t tels que fi(z;) € J; et
fi(x2) € Jy, on voit que 0 fi(x1) — 0 fi(x2) et fi(z1) — f'(x2) sont de méme signe.
De méme, s'il existe 1 < r # v < m tels que f(v1) € I, et fi(xy) € I, alors
Of(x1) — 0f (xs) et fi(x1) — fi(xs) sont de méme signe, ce qui contredit I'assertion
2)iii). On en déduit alors, d’une part, que si 2) est vérifiée pour tout [ > 0, alors 1)
est vérifiée pour tout | > 0, et d’autre part, que si 2) n’est pas vérifiée pour [ = 1,
alors elle n’est vérifiée, ni pour [ =7+ 1, ni pour [ =¢— 1 si ¢ > 0. Or, I'assertion
2) est vérifiée pour [ = 0. D’ou le résultat. u

Corollaire 4.10. Soit X un cycle de I'(a | b) dont les sommets sont x1 < -+ < xa,
alors pour tout 1 < i < k, Uensemble {x;, w41} est de la forme {f'(z1), f'(z2)} si
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et seulement si, i est un entier impair. En particulier, si on pose r = x9 — x1 + 1,
alors, les sommets de X sont de la forme y1 <y +r—1<--- <y <y +71—1.

Définition 4.11. Soit X un cycle de I'(a | b) dont les sommets sont z7 < « -+ < Zo.
On appelle bout de X, un arc de I'(a | b) joignant deux sommets de X de la forme

fi(x1) et fi(z2), 1 €N,
On appelle dimension de X, 'entier naturel xo — z1 + 1.

Définition 4.12. [12] Soit X un cycle de I'(a | b) de dimension r dont les sommets
sont 1 < x1+r—1<--- <z <axp+r—1. Un cycle (resp. segment) Y de I'(a | b)
est dit a ’intérieur de X s’il existe y € Sy et 1 <i <k tel que x; <y <ax;+r—1.
Un cycle X de I'(a | b) est dit mazimal s'il n’est pas a l'intérieur d’un autre cycle de
I'(alb).

Par convention, un segment X qui n’est pas contenu dans un cycle est considéré
comme un cycle maximal de dimension 1.

Remarque 4.13. Soit X un cycle de I'(a | b) de dimension r dont les sommets
sont r1 < x1+r—1< - < xp < xp+7r—1. Compte tenu du Lemme 4.9 et
du corollaire 4.10, si Y est un cycle (resp.segment) de I'(a | b) a Uintérieur de X,
alors pour tout y € Sy, il existe 1 <17 < k tel que z; <y < x; +r — 1. De plus, on
a: dim(X) = 2card{cycles se trouvant a l'intérieur } + card{segments se trouvant
a lintérieur } 4 2.

Lemme 4.14. Tout cycle de I'(a | b) a exactement deux bouts.

Preuve. Soit Xun cycle de I'(a | b) dont les sommets sont z; < -+ < 9. Si
k =1, il est clair qu'on a uniquement deux bouts disjoints qui relient x; et x5.

Supposons k > 1, il existe alors 0 < i < 2k — 1 tel que f*(z;) = zo. Supposons que
i est pair, alors f2*7(xy) = z;. Il résulte alors du Corollaire 4.3 que f?*7/(z;) <
f?*=%(xy) = 1, ce qui est absurde, par suite i est impair. Soit s = 151’ alors
[ zy) = fo(xa), dott f5(zy) et f*(xy) sont liés par un bout. D’autre part,
fRE @) = (@) = [ (@) = f2(22), ce qui implique que f***(zy) =
fEs (), dou fE+3(zy) et f5+5(z,) sont liés par un bout. Pour montrer que les deux
bouts sont distincts, il suffit de montrer que {f*(xy), f5(z2)} # {f5*(z1), f*T%(22)}.

Supposons que f*(x1) = ftk(x1), on a: Si k est pair, alors f*(x) = 21, ce qui
est absurde. Si k est impair, alors f%**(z,) = 21, d'ott 2s + k = 0[2k], par suite
k = 0[2], ce qui est absurde.

Supposons que f*(x;) = f***(x5), on a: Si k est pair, alors f*(z1) = 2o, par suite
k = 2s+ 1, ce qui est absurde. Si k est impair, alors f**(z;) = x5, par suite
2s + k = 2s+ 1[2k], d’on k =1, ce qui est absurde.

Donc les deux bouts de X sont disjoints. Réciproquement, soit 0 < j < 2k — 1
tel que f7(xy) et f7(xy) sont liés par un arc, alors, soit H(fj(xl)) = fI(xy), soit
0'(f/(x1)) = f/(x2), done, soit fi+1(xy) = fI(xs), soit 7~ (xy) = f7(xs). 1l résulte

du corollaire 4.8 qu’on a soit j € {s,s+k}, soit j—1 € {s,s+k}. Or, dans le second
cas, on remarque que {f(x1), f(z2)} = {7 (1), £ (22)}. Par suite, I(a | b)
admet uniquement deux bouts distincts. D’ou le résultat. [ ]
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5. Sous-algebres biparaboliques de gl(n)

Soit V un drapeau (croissant) de C",i.eunesuite V ={Vop ={0} TV, C--- TV, =
C"} de sous espaces de C™, on lui associe la composition de n, ay = (a,...,ay)
ou a; = dim(V;/V;_1), la sous-algebre de gl(n) qui stabilise V est une sous-algebre
parabolique de gl(n) et on la notera par py. Toutes les sous-algebres paraboliques
de gl(n) sont ainsi obtenues. Soient V et V' deux drapeaux de C", les deux sous-
algebres paraboliques py et py de gl(n) sont dans la méme GL(n)-orbite si et
seulement si ay = ayr .

SiW={C"=Wy 2 W; 2--- 2 W, ={0}} est un drapeau décroissant de C", on
lui asssocie la composition de n, b = by = (by,...,b;) ou b; = dimc(W;_1/W;) et
on notera encore Py, la sous-algebre de gl(n) qui le stabilise.

Définition 5.1. Un drapeau croissant V = {V; = {0} T V; € --- C V,, = C"} et
un autre décroissant W = {C" =W, 2 W, D --- D W; = {0}} sont dits opposés, si
dim(V; N W;) = max(0, dim V; + dim W; — n) pour tout i, j.

Lemme 5.2. [5] Les deuzx sous-algébres paraboliques py, et pyy sont opposées si et
seulement st V et W sont des drapeauzr opposés.

Définition 5.3. Soient V={Vp={0} CV;C---CV,, =C"} et
W= (C = We D Wi D 2 W= {0})

deux drapeaux opposés, la sous-algebre de gl(n) qui les stabilise est alors une
sous-algebre biparabolique de gl(n) qu’on notera gy et toutes les sous-algebres

biparaboliques de gl(n) sont ainsi obtenues. ]
Soit eq,...,e, la base canonique de C", a toute paire (a,b), ou a = (ay,...,an)
et b = (by,...,b) sont deux compositions de n, on associe le drapeau V = {Vj =
{0} Cc Vi C -+ CV,, =C"}ouV, =<ep,....,€14a >, L < i < m,etle

drapeau W ={C*" =Wy D2 W, 2 --- D W, = {0}} ot W, =< €p4tbytls---»€n >,
1 <i<t—1. On vérifie que les drapeaux V et W sont opposés et on désigne par
q(a | b) la sous-algebre qy .

Remarque 5.4. (i) Toute sous-algebre biparabolique de gl(n) est conjuguée sous
GL(n) a une sous-algebre q(a | b), ot a et b sont des compositions de n.

(ii) Pour toute composition @ = (ay,...,an,) de n, soit @ = (am,...,a;). Les deux
sous-algebres biparaboliques q(a | b) et q(b,a) sont conjuguées par GL(n).

) = gl(n) si et seulement si a =b = (n).

~
e
=
[—
S—
KaY
IS
=3

est une sous-algebre parabolique de gl(n) si et seulement si a = (n) ou

q est une sous-algebres de Borel de gl(n) si et seulement si a = (n) et
b=(1,....,1) oub=(n) et a=(1,...,1).

(vi) q(a|b) est constituée des matrices de la forme suivante (Fig. 1).
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3]

by

;L by

o 1 [

Figure 1: les matrices de q(a | b)

a2

—N— ——

Remarque 5.5. Le centre d’une sous-algebre biparabolique de gl(n) est un tore
commutatif inclus dans une sous-algebre de Cartan de gl(n).

Theoréme 5.6. [14] Toute sous-algébre biparabolique de gl(n) est quasi-réductive.

Soient a = (ay,...,a,) et b = (by,...,b;) deux compositions de n. On considére
le méandre T'(a | b), défini au paragraphe 4, dit le méandre associé a q(a | b) ou
méandre de q(a | b). Soient ag = by =0, I, ={i | 1 <i<meta #1} et
Iy={i| 1 <i<tetb #1}. Pourtout i € I, et 1 < j < [%], soient d;; I'arc
au dessous de la ligne qui relie les deux points numérotés ag+a; +---+a;—1 +J et
aptar+- - +a;—j+let V' = {dij,iel,, 1<j<[%]}. Aussipourtout i€ [, et
1<5< [%], soient ¢; ; 'arc au dessus de la ligne qui relie les deux points numérotés
bo+bi+-+bi1+jet bo+bi+-+b—j+letV ={c;,i€l,, 1<j<[%]}).

Soit q(a | b) une sous-algebre biparabolique de gl(n), ot a = (ai,...,an) et b =
(by,...,b;) sont deux compositions de n, alors qs(a | b) := q(a | b) Nsl(n) est une
sous-algebre biparabolique de sl(n) et x(qs(a | b)) = x(q(a | b)) — 1. L’ensemble des
matrices diagonales de sl(n) est une sous-algebre de Cartan de sl(n), on la notera b.
Soit (e;)1<ij<n la base canonique de gl(n), (€] ;)i<ij<n la base duale, A le systéme
de racines de sl(n) relativement a b et 7 = {a,..., 1} OU @; = €]; — €141,
1 <i<n-1,labase de A de telle sorte que la sous-algebre de Borel h @ nf
soit la sous-algebre des matrices triangulaires supérieures de sl(n). Il existe alors
.7 Cx tels que qs(a |b) = G’ " -

Lemme 5.7. (Avec les notations précédentes) Soient q(a | b) une sous-algébre
biparabolique de gl(n), ot a = (a1,...,a,) et b= (by,...,b) et 7,7 C 7 telle
que qs(a | b) =q v, ona:

(1) L’ensemble V' (resp. V") est en bijection avec Qs (resp. Q. n).

(@) ky= X (Yl etho = 5 (4]

1<i<t 1<i<m
. . ! / . . /
Preuve. (1) Par convention, soit a, = b, = 0. Pour i € I, soient b, =
/ . . /
by + -+ b et m, = {O‘b;71+1""7%;—1}’ pour i € I,, soient a; = a; + -+ + q;

"
et m;, = {oza;_ﬁl, .

i) m=Umeta = .

S i€l,

: vO‘a;—1}' Alors on a:
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(i) € = g Q= g {Gg=ay +-+ay ;1<j<[4]}.
(] b 1 b

(i) Q= U Q= UGy =0ay_;+ oy ;1< [5]}

i€l, i€l,

K

On en déduit alors que les deux applications " de V' dans Qs : ¢;; — &, i € I,
1<j<[% ety de V' dans Qo : dij+—> Cij, i €1, 1 <5< [%], sont deux

2

bijections.

(2) Par construction du méandre, ona: card(V') = z; (4] = 1<Z<t[b5] et card(V") =

1€1y <1<

Y15 = > [%], le résultat découle alors de (1). ]
i€l, 1<i<m

Soient q = q(a | b) une sous-algebre biparabolique de gl(n), ou a = (ai,...,an)
et b= (by,...,b) sont deux compositions de n, A le systéme de racines de sl(n),
m = {ai,...,a,_1} une base de A, et 7,7 C 7 tels que qs(a | b) = "y

Supposons qu’il existe 1 < i < n—1 tel que oy € 7 \ 7. Puisque toute racine
p € A sécrit sous la forme = kygag + -+ + kn_1505-1, kig € {—1,0,1}, alors
la sous-algebre de q engendrée par {Xz € q(a | b) ; kig = 1} est un idéal abélien
contenu dans le radical unipotent de q = q(a | b), on le notera q;.

Soient I'(a | b) le méandre de q(a | b) et C = {X1,Xs,..., X} l'ensemble des
cycles maximaux de I'(a | b). Pour tout 1 < i < e, soient r; = dim(X;) et
<4 —1<ai<zi+r—-1<--- Sx};i Sxii—l—ri—l les sommets de X;.
Pour 1 <i < e tel que r; > 1, soient A} et BY les deux arcs de I'(a | b) qui sont les
bouts du cycle X;. Il existe alors 1 < ¢, t < k; tels que les sommets ! et zi+7r; —1
(resp.a, et a), +r; — 1) soient reliées par Af (resp. B ).

Pour 0 < j < [§] -1, soient A’ (resp. B}) I'arc de I'(a | b) qui relie les points zj + j
et x) +r; —1—j (vesp. al, +j et ) +7r;—1—j),

WA, si Al €V - {w’<B§->, siBieV

5= {—zp”(A;l), siAiev’ | —y'(BY), siBieV'

et O = {¢&, ~§-, 0<j<[%]—1}. Pour 1 <i<e tel que r; =1, on convient que
' = &. Soient

ﬁ - U QZ c Qﬂ/ U (_QTI'N)7 Qw/ = er/ \ﬁm Qﬂ'” Qﬂ'” = er" \ (_ﬁ) m Q7TN7
1<i<e
et P(alb) > (05 Xes +y;XE) + D UNXIH D) peXt,
lg’i;e §€Q / §€Q "
0<j<[~2l]—1 ™ T
ot (25, 4)) 1<i<e (Aecar ,» (He)eeqr , € Ck hr
0<i<[F-1 i 4

Définition 5.8. On dira que @4 vérifie la propriété P si A¢ # 0, £ € QW/ et
Mﬁ#07 5697'{'/,'
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Remarque 5.9. Nous distinguons les deux cas extrémes :

(1) Supposons que a =b (i.e q(a | b) = S1<i<myl(a;)), alors, Q. =Q_ =@, pour

1<i<met 0<j<[¥]—1,0onaf =&, et par suite
Cap = Y, (@X5+yXTe).
1<i<m
0<j<[F]-1

De plus toutes les formes ¢(qp) vérifient P.
(2) Supposons a = (1,1,...,1) et b=n (i.c q(a|b) est une sous algebre de Borel
de gl(n)), alors, Q. =Q,, Qv =0 =0, et Pap = gg; AeXE .

Exemple 5.10. Les arcs (A;'., B;’) 1<i<e sont représentés en gras dans les figures
0<i<[H]-1

o msmanen={ (AT (TR,
— W)

ot | LAV,
EUEH)RS

Lemme 5.11. Soient q(a | n) la sous-algébre parabolique de gl(n) associée d la

suivantes :

paire (a,n), ot a = (aj,as,...,a,) est une composition de n. Supposons a; < n,
alors qq, est un idéal abélien de q(a | n) formé par des éléments nilpotents. De plus
qla | n) = gl(a) © q @ qa,, ot q = q(az,...,am | n — ay) est une sous-algebre

parabolique de gl(n—ay) . Soit ¢ le prolongement de go(gm)'qal par 0 sur gl(a) Bq .
Supposons pqjn) vérifie P. Alors:
(1) L'orbite de ¢ dans q est ouverte (i.e. q(a | n), Nqq, = {0}).
(2) Siap <[3], ona:
(i) q(a|n)y ~qlas,...,am | n—2a1,a1) C glin —ay).

(ii) P@ln)| iy, — Pla2,000m[n—2a1,01) el P(ag,....amln—2a1,a1) VETIfie P.
a|n)ep

(3) Siar>[5], ona:
(i) q(a|n)y ~q(2a; —n,a2,...,0, | a1) C gl(ay).
(11> P(aln) = ©(2a1—n,a2,...,am|a1) et P(2a1—n,a2,....am|a1) ’UéT’?:ﬁ@ P.

lacaln)e

Preuve. (1) Identifions g, al’ensemble des matrices Mg, ,—q, . Le groupe de Lie
GL(a;)xGL(n—ay) agit naturellement sur M,, ,_o, : (A, D).U =AUD™' (A,D) €
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GL(a1) x GL(n—a;) et U € My, ,_q, . Par restriction, le sous-groupe GL(a;) x Q'
ot @ est le sous-groupe parabolique d’algebre de Lie q', agit dans Mg, n—q, - Cette
action a une orbite ouverte dans M,, ,,—,, formée par les matrices de rang maximal.
Or, il est clair que ¢ vu comme élément de M,, ,—,, est de rang maximal si et
seulement si, pour tout & € Q tel que Xe € qqy,0na A #0.

Réciproquement, supposons que, pour tout & € Q tel que Xe €qq,0na A #0, on
vérifie que ¢ est dans 'orbite ouverte de GL(a;) x By, ou By est la sous-groupe de
Borel de GL(n — a;) formé par les matrices triangulaires supérieures. En particulier,
Si Q(qn) Vérifie P, alors l'orbite de ¢ dans g, est ouverte.

(2-1) Voir Figure 2 ou la forme ¢(4n) est représentée en gras.

(2-ii) On reprend les notations du paragraphe 4, considérons I'(a | n) le méandre
de q(a | n), 0 et 6 les deux involutions de [I,n] NN associés & la paire (a | n),
soient K =< 0,6 > le groupe engendré par 6 et 0, (f°(z))e0 la suite définie par

fPe(x) = (0'0)() et f**'(x) = 0(f*(x)), = € [1,n] NN.

Supposons 2a; < n. Soient 6 = O(as,...am) ©b 0 = O(a1,n—24,) les deux involu-
tions associées a la paire (ag,...,ax | n — 2a1,a1), vues comme des involutions de
l[a; + 1, n] NN, K =<0, 9 > le groupe engendré par 6 et 6. Le méandre
[(ag,...,am | n — 2a1,a1) est obtenu alors en reliant par un arc au dessous (resp.
au dessus) de la droite D, toute paire de sommets disjoints de la forme (, 0(x))
(resp. (x,0'(x))), z € [a1 +1,n) N N. Remarquons que 6§ est la restriction de
0 & [a; +1,n] NN et que § vérifie: 6'(z) = 006 (z) si € [n —ay + 1,n] et
0(z) = 6 (x) si # € [ag + 1,n — ay]. Par suite, pour tout = € [a; + 1,n], on
a KxnNla + 1,n] = K.z. Il en résulte que pour toute composante connexe X
de T'(a | n), Sx N a1 + 1,n] est 'ensemble des sommets d’'une composante con-
nexe X' de I'(ag,...,ax | n — 2a;,a1). De plus, I'application ®: X +— X' est une
bijection de I’ensemble des composantes connexes de I'(a | n) sur ensemble des
composantes connexes de I'(ag,...,ar | n — 2a1,a;1). Soit x € [1,a4], alors O(x) =z
si et seulement si 6'(6'(z)) = 6'(x), ce qui permet d’en déduire que X est un cy-
cle (resp.segment) de I'(a | n) si et seulement si X est un cycle (resp. segment)
de T'(ag,...,ax | n — 2a1,a1). En particulier ® conserve le nombre de cycles et le
nombre de segments.

Soit X un cycle de I'(a | n) tel que Sx N [1,a1] # @, d’apres le Lemme 4.7,
card(Sx N [1,a1]) est pair. Soient Sx N [1,a;] = {z1,..., 22}, on voit alors que les
sommets de X sont de la forme z; < - < @9y < Toiy1 - < 0 (295) < -+ < 0 (21),
et les sommets de X' sont de la forme xg;q < --- < 9/(3321-) < o < 0 (xy). Soit
Toiye, le plus petit sommet de X' supérieur & 2,1, il résulte du corollaire 4.10 que
I'ensemble {Zo;,1, 242} est de la forme {f!(x;), f!(x2)}. En particulier, ® conserve
la dimension des cycles. Pour tout 1 < j < 2i, soient C; (resp. D;) l'arc de X
reliant z; et 6(x;) (resp i et 0'(x;)) et C; larcde I'(ag, ..., ay | a1,n—2a;) reliant
0'(x;) et 6 (0(x;)) = 0 (0 (x;)). Soit 1 < j < 2i. Compte tenu de la Remarque 4.3 et
du fait que card( x) est pair, 'ensemble {x;,0(z;)} est de la forme {zg_1,29)} si
et seulement s'il en est de méme pour 'ensemble {6 (x;),6 (6(x;))}. En particulier,
pour tout 1 < j <24, C; est un bout de X si et seulement si C’J'- est un bout de X"
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Nous utilisons la notion suivantes dans les Figures 2-3:

0 01
: 1.0 )
y=1 . 7 7| eglinf{a;,n —a1})

0 1. z

10 0
wfgol Y 0 o
ol ./ /e

- q 0 N
A Ay
qlai,...,am | n) q(ar, ..., am | 1)y qlag,...,am | n—2ay,ay)

Figure 2: Réduction de q(ay,...,an | n) (casl)

A 0 0
aq
0
A Y
qat,...,am | n) q(at, ..., an | 1), q(2a; — n,ag, ..., an | ar)

Figure 3: Réduction de q(ay,...,a, | n) (cas2)

D’autre part, puisque z; < a; < o (z;), il résulte alors du Lemme 4.9 que I'ensemble
{z;,0' (z;)} n'est pas de la forme {f!(x), f'(x2)}. Par suite, pour tout 1 < j < 24,
I'arc D; n’est pas un bout de X. On en déduit que ® conserve les bouts de cycles.

Maintenant, pour tout 1 < i < [%], soit A; (resp. B;) I'arc de I'(a | n) reliant i
et 0(i) (resp. i et 0 (i))et A; larc de T'(ag,...,am | n — 2a1,a;) reliant (i) et
6'(A(i)), on pose &, ¢ et & les racines associées respectivement aux arcs A;, B; et
A; par les bijections définies dans la démonstrations du Lemme 5.7. On vérifie que
pour tout 1 <1 < [%], on a (voir Figure 2):

X; =0 et AX7 =X} , reC.

<l|q(£\n)go lagalne Si la(ag,....amla,n—2a1)

Comme, pour tout 1 < i < [%], 'arc A; est un bout d'un cycle de I'(a | n) si

et seulement si I'arc A est un bout d’un cycle de T'(as, ..., apy | a;,n — 2a;), on
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en déduit que P(aln), = QO(ag,...am|n—2a1,a;)- D’autre part, comme, pour tout

alaln)y
1 <i < [%], l'arc B; n'est pas un bout d'un cycle de I'(a | n), alors (; € Qﬂ/,
1 <@ < [%]. Par suite @qn) vérifie P si et seulement si A, # 0, 1 <4 < [9] et
Dlas,....am|n—2a1,a,) Verifie P. En particulier, si ¢, n) vérifie P, alors ¢(a,. . amin—2a1,a1)
vérifie P. D’ou le résultat.

(3-i) Voir Figure 3 oti la forme ¢4,y est représentée en gras.

(3-ii) Supposons 2a; > n. Soient 0 = (201 —n,as....am) €t 0 = 9a1 les deux involutions
de [1,a1] NN associées & la paire (2a; — n,ay...,am | a1), K=< 6,6 > le groupe
engendré par 0 et 0. Le méandre T'(2a; — n,ay...,am | a1) est obtenu alors en
reliant par un arc au dessous (resp. au dessus) de la droite D, toute paire de sommets
dlSJOlntS de la forme (z,0(z)) (resp. (z,6 (x ), T € [1, al] N N. Remarquons que
0 est la restriction de 6 & [1,a1] NN et que § = 6'p, avec p(x) = 060 (z) s

z € [l,n—ai] et p(r) =0 (x) si x € [n—ay +1,a]. Par suite, pour tout x € [l,al],
ona KzN[l,a] =Kz

Le résultat se démontre d’une maniere analogue a (1) (voir Figure 3). n

Theoreme 5.12. Awvec les notations précédentes, on a :

(i)  ©ap) est de type réductif dans q*(a | b) si et seulement si @y vérifie P, ainsi
que pour tous 1 < i < e, 0<j < [F] -1, xé et y§ vérifient la condition
suwante: ri =0<=y; = 0.

(i) @) est de type réductif et unipotent dans q*(a | b) si et seulement si, P(app)
vérifie P, ainsi que 75 =y; =0, 1 <i<e, 0<j < [5]—1. On notera une
telle forme par gp?g@.

(ili) pap) est u-équivalente a go(()g@ si et seulement si elle vérifie P.

(iv) @) est une forme fortement réguliére dans q*(a | b) si et seulement si @)
vérifie P, ainsi que T 7é Q, y; 70, 0<j<[g]—1et
HOS]<J/S[%}*1(x;y; — :U;,y;/) 7é 0, 1 S 7 S e.

Preuve. Si q(a | b) = g, le résultat est clair d’apres le Lemme 3.9. Supposons
alors que q(a | b) C g et en plus qu'il existe 1 < m' < m et 1 <t <t tels que
a+---+a,r =b+---+0by, alors

q(a | b) = qlay, ..., a, [ b, .., b)) ®q(ay 1y | by gy, De)

et P(alb) = Plat,...,a /|b17 ,b ) + 90( am|bt/ be)-

4170 410

D’apres le Lemme 2.15, @) est fortement réguliere dans q*(a | b) si et seule-

ment si Pla, s mmlby i) (TGSP-SO(al,...,am,\bl,...,bt,)) est fortement réguliere dans
(@ 1o m | Dy s b)) (xesp. q*(ay, ..., a,,; | by, ..., by)). Quitte a échanger
a et b, on peut se ramener au cas a; < b;. Alors ¢, est un idéal abélien de
q(a | b) formé par des éléments nilpotents. De plus q(a | b) = gl(a1) ® q @ qq, , ol
q =qlas,...,a, | by—ay, by, ..., b) est une sous-algebre biparabolique de gl(n—ay).

Soit ¢ le prolongement de Plaly),, Par 0 sur q’.
ay

Le dual q; de q,, s’identifie a I'espace vectoriel de matrices M, y,—q, . L’algebre
de Lie gl(ay) x gl(by — a1) agit naturellement sur M,, p,—a,: (A, D).U =DU —UA,
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(A, D) € gl(ay) x gl(by —ay) et U € My, 4, _q,. Soient po :=q Ngl(by —a1) qui est
une sous-algebre parabolique de gl(b; — aq) et

u = {(X; )i<ijen €q(a ] b) | Xi; =0, 1 <7< b}

Alors u est un idéal de q(a | b) et I'action de q(a | b) dans g} passe au quotient
par u en l'action naturelle de la sous-algebre gl(a;) x po de gl(ai) x gl(by — aq).
Soit p :=q(a | b) Ngl(b1) = gl(a1) ® po @ qa, qui est une sous-algebre parabolique
de gl(b1). De plus q,, est un idéal abélien de p formé par des éléments nilpotents.
I résulte du Lemme 5.11 que si @,y vérifie P, l'orbite de Plal,,, dans q; est

ouverte.
Soient (eq,...,e,) la base canonique de C", gl(b;) la sous-algebre de gl(n) associée
a la base (eq1,...,ep ). Alors q(a | b), = p, @ u. Par suite le stabilisateur de ¢ dans

q(a | b) est isomorphe a la sous algebre q(a’ | b), ou
by

d = (ag,...,an) et ' = (b1 —2a1,a1,by,...,b;) si a1§[5]7 et
b
d = (2a1 —bi,az,...,an) et V' =(a1,by....b) si a1>[21]

D’apres le Lemme 5.11 et comme les formes X*,, § € Q_ ' et X¢, € € QWY (voir
la définition de €2+ et € _» dans la démonstration du Lemme D. 7) s’annulent sur
u, cette réduction lalsse stable la forme @(qp), autrement dit, Plalp), ey = Q)
et o) vérifie P. En appliquant le Lemme 2.17 avec a = q,,, on déduit que
Pl € qa | 0)7, (resp. q(a | 0)7.q Nala [ b)) st et seulement si i) € q(d [ ¥)7,
(resp. q(a’ | O)igNq(a | B)F). En répétant alors cette réduction, chaque cycle
maximal X; se réduit au méandre qui correspond a gl(r;) (voir [12]). La sous-
algebre q(a | b) se réduit alors a [[;_, gl(r;), et donc la restriction de @) sera
la forme ¢ := @;_; @gi(ry) s OU Yqir,) est la forme de gl(r;)* définie au Lemme 3.9.
D’apres le Lemme 2.17, le Lemme 2.15 et le Lemme 3.9 on a:

*

(1) ¢ est fortement réguliere dans [[;_, gl(r;) si et seulement si ah # 0,y #0,
1<i<e 1<j<[F]—1et I (x;y;—xl.,y?,)%o,lgige.
1<j#5' <[F]-1 T
(2) ¢ est de type réductif dans [];_, gl(r;)* si et seulement si, pour tous 1 <i <e,
1<j<[§] -1, 2% et y} vérifient la condition suivante: 2z} =0 <=y} = 0.
(3) ¢ est de type réductif et unipotent dans [[;_, gl(r;)* si et seulement si nous
avons :Eé»:y;:(), 1<i<e 1<j<[H]-1.

D’autre part, remarquons que @) vérifie P si et seulement si, pour tout £ € Q tel
que X¢ € qq,, on a Ae # 0, et o) vérifie P (voir figures 1 et 2). Or s'il existe
¢ dans Q tel que X¢ € qq; et A¢ = 0, la restriction de @) a g4, n'est plus dans
l'orbite ouverte de q;, , ce qui contredit le fait que @) soit de type réductif dans
q*(a | b). D’olt ) n'est, ni de type réductif et unipotent, ni fortement réguliere.
Un raisonnement par récurrence sur la dimension de g implique alors que si @)
ne vérifie pas P, elle n’est, ni de type réductif, ni fortement réguliere.

(i), (ii) et (iv) se déduisent alors du Lemme 2.17.
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(iii) Si b est une sous-algebre coisotrope de type unipotent pour Py, alors
b =q4 @ b’ est une sous-algebre coisotrope de type unipotent pour ©ap) (voir
(6], 1.20), par suite @) est u-équivalente a ¢, si et seulement si @,y est u-

équivalente a ¢V . Un raisonnement par récurrence sur la dimension de g donne

(a'[b))
le résultat. n

Exemple 5.13. Nous donnons dans cet exemple la réduction de q(1,3,10,4 | 8,9,1).

e (ﬁ\ fm\
= (=)

() f m\
— =)

e L
T\

f, m\

)

O

r3,413,1,2,1)= { « } @ r3,2,103,2,10={ « ) O .
La sous-algebre q(1,3,10,4 | 8,9,1) se réduit a gl(3) @ gl(2) @ gl(1).

On reprend les notations précédentes. En particulier X1, ..., X, sont les cycles max-
imaux du méandre I'(a | b) et 71,...,7 est la suite de leurs dimensions respectives
(voir définition 4.12). Pour 1 <i < e, soit

I'(3,10,4]6,1,9,1)=

I'(2,1,3,4]9,1)=

C
(-

P(1,3,4152, )=+ { «}

gy <ai+r—1l<ah<ah+r—1<---<aj <z +r—1,

la suite des sommets du cycle X; rangés dans 'ordre croissant. Supposons que
k; > 1, deux sommets de X; sont dits liés, s’ils sont reliés par un arc de I'(a | b). Si
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r; > 1, alors chaque sommet de X; est lié a deux autres sommets (resp. un autre
sommet) si k; > 2 (resp. k; = 2). Si r; = 1, X; est donc un segment, chaque
sommet de X; est lié a deux autres sommets, sauf les deux sommets qui représentent
les extrémités de X;, ou chacun d’eux est lié seulement a un autre sommet.

Nous ordonnons les sommets de X; de la maniére suivante:
(1) Sir; > 1, on écrit les sommets du cycle X; comme la suite 23, ...,z , %}, ,..., %}
de sorte que:
* Le sommet ] est placé a gauche du sommet 7}, .
* Les sommets x{ et 2§ +r; —1 (resp. zj et z} +(—1)""(r; — 1)) sont reliés
par un bout de X;.
% Les sommets x; et x;;l sont liés pour 2 < j < k;.
« I=ah4 (=1 ri—1), 1< < k.
(2) Sir; =1, on écrit les sommets du cycle X; comme la suite zi,...,z}, de sorte
que:
* Le sommet ¢ est placé & gauche du sommet x}%
* ) et xj, sont les extrémités de X;.
* Les sommets xz et x;-_l sont liés pour 2 < j < k;.

Ce procédé revient a ranger les sommets du cycle X; dans ’ordre ot on les rencontre
en parcourant le cycle toujours dans le méme sens, partant du sommet zj en direction
du sommet xj  puis, si r; > 1, revenant au sommet 7.

Il (G ol

I'(8,4]12)= K j t U J

W W1 A3 A T7 X5 Xy
NN

v

Exemple 5.14.

I'(3,2,2[2,5)=

A chaque cycle X; du méandre ['(a,b), on associe un plongement ; du produit
tensoriel C"*@C* dans C" : si on désigne par ey, ..., e, (vesp. fi,. .., fris 91, Gr;)
la base canonique de C" (resp.C", CFi), le plongement v; est donné par 1;(f,®g,) =
Capt(—1yp-1(u—1), 1 Su <1, 1 <o <k On aalors C" = @< Im(1);). Pour tout
1 <i<e, gl(r;) agit dans Im(1);) de la maniere suivante : z.(f, ® g,) = z.f, ® gy,
1 <u<r, 1 <o <k, etil agit trivialement dans Im(v;) pour j # i. Cette
construction permet d’identifier [[;_, gl(r;) & une sous-algebre de q(a | b). De ce
qui précede, on déduit le Théoreme suivant :

Theoreme 5.15. Awvec les notations précédentes, on a :
(1) J(a|b) =TI, Jgur) est une sous-algébre de Cartan-Duflo de q(a | b).
(2) x(q(a|b) = > dim(Jg,)) = 2x (nombre de cycles)+ nombre de segments.

1<i<e

(3) t(a|b) =TI, 98l(r;) est une sous-algébre réductive canonique de q(a | b)
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Exemple 5.16. On reprend I'Exemple 5.13. Une forme de type réductif et unipo-
tent de q*(1,3,10,4 | 8,9,1) est donnée par: 4,0((]8797”173’10’4) = €51yt eizt+ gt
€311 T €ls18 T €51 + €70+ €53+ €54+ €179+ €1510 + €151

Counsidérons les matrices :

S|

5

2
ochoococoocococoo

e M e Mo e e lie Mo No)
DO OO OO O O
OO OO O OO
SO OoOOoOQ OO O
cCoococoJoooo
SO0 DO O O
DO O P OO O OO
DO DD DODOODOODO
2 oQooococooc o

~—~

*

N—

ouaeC=gl(l), Aegl(3) et Begl(2). L'algebre de Lie t constituée des matrices
de la forme (%) est une sous-algebre réductive canonique de q(1,3,10,4 | 8,9,1). La

sous-algebre de t constituée des matrices pour lesquelles A et B sont diagonales est
une sous-algebre de Cartan-Duflo de q(1,3,10,4 | 8,9,1).

Dans ce paragraphe, nous redémontrons le Théoreme 3.7 dans le cas sl(n). Soit
K™ = |{1 <i<m:a; est impair}| + [{1 < j < t:b; est impair}|
et EimP = |{1 <1 < e:r; est impair}|.

Puisque > ic,, @i = D <<, bj = n, Uentier k" est alors pair. A chaque i (resp. ;)
tel que a; (resp. b;) est un entier impair correspond un point fixe de 6 (resp. 6').
Or, les extrémités des segments correpondent exactement aux points fixes de 6 et 6,
ce qui permet de conclure que le nombre de segments de I'(a | b) est égal a %kimp :

D’autre part, si X; est un cycle maximal de I'(a | b) de dimension r;, alors r; est
impair si et seulement si X; est un segment ou X; contient un segment a l'intérieur.
Remarquons que chaque point fixe a 'intérieur d’un cycle est nécessairement situé a
I'intérieur d'un bout de ce cycle.

Comme chaque cycle a uniquement deux bouts, il résulte que si r; est impair et est
supérieur a 1, le cycle X; contient exactement un segment. Par suite, le nombre de
segments de I'(a | b) est égal aussi & k™. On a donc:

1 . )
_ klmp — klmp
2 T
Soient 7', 7" C m, telles que qs(a | b) = qn 5, D’apres le Lemme 5.7 (2), on a:
bj a; 1 im “m
kﬂ_l—l—kﬂ_u: Z[§]+ [E]In—gk p:n—k,,.p
1<5<t 1<i<m

Soit (e;j)1<ij<n la base canonique de gl(n), {X,} I'ensemble des com-

R |
1<G< 3T [H5-)
=1

. . &
posantes connexes de I'(a | b) et 21 < - < a7, lessommetsde X;, 1 < j < 2:1[”%1]
1=
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Alors ﬂgGQﬂ_IUQﬂ_// ker(é-) =< 63;{73;{ +--te P 1 S ,] S Z[M] >. D’ou:
5%k, :

Thj Tk = 2
- 7’,—}—1
dim(E, ) =n — t enfi
im( )=n ;[ 5 ], et enfin
n—i—l
(n—1) —dim(E ») +ky + ko —dim(E_» —22 — K -1 =
e =1
:Zri_l:X<q(g|b))_1:X(qs(Q“_)))

i=1

Corollaire 5.17. (1) La sous-algébre qs(a | b) de sl(n) est une sous-algébre de
Frobenius si et seulement si I'(a | b) est un seul segment.

(2) Supposons que qs(a | b) = q,/ . est une algébre de Frobenius, alors la forme

P = D AXE+ D peXt

§€Qﬂ_l fEQﬂ_//

est réguliére, donc fortement réguliére et de type réductif et unipotent de qs(a | b)*
si et seulement si \e 0, £ € Qs et pe #0, £ € Qn.

A

Exemple 5.18. Soient qs(3,2,2|2,5) et I'(3,2,2]2,5)= GG

Alors x(qs(3,2,2(2,5)) =0, ©32202,5) = €] o +€5 7€ g €5 g+es 4 +e;, est fortement
réguliere et est de type réductif et unipotent de q4(3,2,2(2,5)*. Elle est représentée

en gras dans la figure suivante:

qs(3,2,2[2,5) =

OO OO K F N
oo O % OO
O O * * F OO
* ok ok o N O O

COoOXF * OO

O OO O F
¥+ X X X OO

6. Sous algebres biparaboliques de sp(2n)

Soit v la matrice introduite dans la démonstration du Lemme 5.11 et B une forme
bilinéaire symplectique dont la matrice dans la base canonique de C?" est donnée

par:

Soit Sp(2n) = {g € GL(2n) | '¢Bg = B}, le sous-groupe de GL(2n) qui laisse B
invariante, et sp(2n) son algebre de Lie. Alors :

5p(2n):{<? g) cal2n): D= —A B:Bew:é.}

ott A= ~(*A)y est la transposée de A par rapport a I'antidiagonale.
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Soit V = {Vh = {0} €V} C --- € V,,} un drapeau (croissant) de sous-espaces
totalement isotropes de C?", on lui associe la suite ay = (ai,...,a,,) ou a; =
dim(V;/V;_1), alors Y ..., a; = dim(V,,,) < n. La sous-algebre de sp(2n) qui le
stabilise est une sous-algébre parabolique de sp(2n) et on la notera py,. Les sous-
algebres paraboliques de sp(2n) sont toutes ainsi obtenues. Soient V et V' deux
drapeaux de C?", les deux-sous algebres paraboliques py et pyr de sp(2n) sont dans
la méme classe de conjugaison sous Sp(2n) si et seulement si ay = ay.

De méme, si W = {W, 2 W, 2 --- D W, = {0}} est un drapeau décroissant de sous-
espaces totalement isotropes de C*", on lui asssocie la suite b = byy = (by, ..., b;) ou
b; = dim¢e(W;_;/W;_;11) et on notera pyy la sous algebre parabolique qui le stabilise.

Définition 6.1. Un drapeau croissant de sous-espaces totalement isotropes V =
{Wo={0} C V1 C---CV,, =C"} et un autre drapeau décroissant de sous-espaces
totalement isotrope W = {C" =W, 2 W, 2 --- D W, = {0}} sont dits opposés, si
dim(V; N W]-L) = max(0, dim V; — dim ;) pour tout i, j.

Remarque 6.2. La condition dim(V;NW;") = max(0, dim V; —dim W;) entraine en
particulier V; N W; = 0 pour tout ¢, .

Lemme 6.3. [5] Les deuzx sous-algébres paraboliques py, et pyy sont opposées si et
seulement st V et W sont des drapeauz opposés.

Définition 6.4. Soient V={V,={0} Vi C--- CV,, =C"} et
W={C"=Wo 2 W, 2--- 2 W, ={0}}

deux drapeaux de sous-espaces totalement isotropes opposés, la sous algebre de
sp(2n) qui les stabilise est une sous algebre biparabolique de sp(2n) qu’on notera
qyvw et les sous-algebres biparaboliques de sp(2n) sont toutes ainsi obtenues. ]

Soit e1,...,€en, fu,-.., f1 la base canonique de C**. Pour toute paire de suites (a, b)
ou a=(ay,...,a,) et b= (by,...,b) vérifiant a;+---+a,, <net by+---+b < n,
on associe la paire de drapeaux (V,W) ou V = {Vp = {0} C Vi C --- C V,,} et
W={Wy 2W,2D---2DW, ={0}}, avec V; =< e1,...,€a 4 4a, >, 1 <0< m et
Wi =< fi,- s foyrttn >, 0 < j <t —1. On vérifie que les drapeaux V et W
sont opposés et on désigne par q,(a | b) la sous-algebre qy .

Remarque 6.5. (i) Toute sous-algebre biparabolique de sp(2n) est conjuguée sous
Sp(2n) a une sous-algebres q,(a | b), ou a et b sont chacune une composition
d’un entier naturel inférieur ou égal a n.

(ii) Pour toute suite a = (a1, ..., @), S0it @ = (@, ..., a1). Les deux sous-algebres
biparaboliques q,(a | b) et q,(b| @) de sp(2n) sont conjuguées par Sp(2n).

(iii) qn,(a|b) = sp(2n) siet seulement si a =b = @.

(iv) gqn(a | b) est une sous-algebre parabolique de sp(2n) si et seulement si a = @

oub=g.
(V) qn(a|d) est une sous-algebre de Borel de sp(2n) si et seulement si a = @ et
b=(1,....,)oub=2 et a=(1,...,1).
—— ——

(vi) gqn(a | b) est constituée des matrices symplectiques, voir Figure 4.
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! L
CLQ{ }52
0 {,

Figure 4: les matrices de q,(a | b)

Theoréme 6.6. [14] Toute sous-algébre biparabolique de sp(2n) est quasi-réductive.

Soient a = (ai,...,a,) et b = (by,...,b;) deux compositions telles que s, :=
ar+--+a, <nets,:=b+--+b <n. Soit

Co(a|b) :=T(at, ., am,2(n —84), Qmy---ya1 | b1y by, 2(n— 8p), by, .o, by),

on dira que I',(a | b) est le méandre associé a q,(a | b) ou méandre de q,(a | b).
Soient D" la droite verticale passant par le milieu des deux points numérotés n et
n+1 et o la symétrie par rapport & D', alors I',(a | b) est invariant par o.

Soient ag =by =0, [, ={1<i<m;a;#1} et [ ={1<i<t;b#1}.

Pour tout i € I, et 1 < j < [§], on note & ; := (¢;;,0(c;i;)) la paire d’arcs situés
au dessous de D et symétriques par rapport & D, ot ¢;j est I'arc qui relie les deux
points numérotés ag +a; +---+ a1 +j et ap+ar+---+a; —j+ 1, o(c;) est
alors 'arc qui relie les deux points numérotés 2n — (ag +a; + -+ a;—1 +j) + 1 et
2n—(ap+ a1+ -+ a; —j).

Pour s, +1 < j < n, on note ¢, ; 'arc situé au dessous de D et reliant les deux
points numérotés j et 2n — j + 1, il est invariant par o. Soient

Q;

Vi={e,siel, 1<j<[3

b Vi={caisat1<j<n}

et V' =V'U Vf. De méme, on définit les ensembles suivants d’arcs situés au dessus
de D: V7! = {df’j el 1<j< [%] }, Pensemble des paires d’arcs symétriques
par rapport & D', V72 = {dy; ; s, + 1 <i < n}, Pensemble d’arcs invariants par o
et V=V 1luv?,

Soit 7 la symétrie par rapport a D. Si X est un cycle (resp. segment), on distingue
trois cas :

e 0(X) # X, X est appelé cycle (resp. segment) linéaire. Dans ce cas, o(X) est
aussi un cycle (resp. segment) linéaire, dim(X) = dim(o(X)) et les sommets de
X sont situés d’'un ¢6té de D'. On note X = (X,0(X)) la paire de cycles (resp.
segments) linéaires contenant le cycle (resp. segment) linéaire X dont les sommets
sont inclus dans {1,...,n}.

e 0(X)=X et 7(X) # X, X est appelé cycle (resp. segment) orthogonal.
e 0(X)=X et 7(X) =X, X est appelé cycle symplectique.
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Remarque 6.7. (1) Si X est un cycle orthogonal, les deux bouts de X sont
symétriques par rapport a D'

(2) Si n—max(s,,sy) =0, on n’aaucun cycle symplectique et si n—maz(s4, sp) # 0,
on a un seul cycle symplectique maximal de dimension 2(n — maxz(sq4, sp))-

Remarque 6.8. (1) Le méandre de sp(2n) contient exactement n cycles symplec-
tiques dont un unique cycle maximal de dimension 2n.

(2) Le méandre d'une sous algebre parabolique q,(a, @) de sp(2n), oun a =
(a1,...,a,), contient m cycles maximaux orthogonaux de dimensions respectives
ai, ..., a, et, éventuellement, un cycle maximal symplectique de dimension 2(n—s,).

Exemple 6.9. Soit q2(@ | @) = sp(4), alors I['2(@ | &) est un cycle central

symplectique de dimension 4.
AR

[y(@ | 2) = . o . .
=/

Exemple 6.10. Soit q4(2,1 | @) une-sous algebre parabolique de sp(8), alors
['4(2]2,1) contient deux cycles centraux orthogonaux de dimension 1 et 2, et un
cycle central symplectique de dimension 2.

oo [ (L0 )

Exemple 6.11. Soit qs(2,5 | 1,4) C sp(16), alors I's(2,5 | 1,4) contient une paire
de cycles linéaires de dimension 1, un cycle central orthogonal de dimension 2 et un
cycle central symplectique de dimension 2.

e e N s A N
RT3 NG ;o

Dans toute la suite, on désigne par h la sous-algebre de sp(2n) constituées des
matrices diagonales, c’est une sous-algebre de Cartan de sp(2n). Soient (e; ;)1<;j<2n
la base canonique de gl(2n), A le systéme de racine de sp(2n) relativement a b et
™ ={a1,...,a,}, ol a5 = €j; —€j, ;. pour tout 1 < i <n—1eta,=2e,,
la base de A de telle sorte que la sous-algebre de Borel h @ n correspond a la
sous-algebre des matrices triangulaires supérieures de sp(2n).

Sl q = = qu(a | b) est une sous-algebre biparabolique de sp(2n), il existe alors
7,7 C 7 telles que q = o .- Toute racine S € A s’écrit sous la forme
B =kigon+ -+ kypa,, avec kg € {—2,—-1,0,1,2}.

Supposons qu'il existe 1 <4 < n tel que a; € 7 \ 7, alors q = q;(0) @ q:(1) © q:(2)
Oflqi(O):[]@<XgEq|ki75:0>,qi(1):<X5€q|]{Ji75:1>et
q:(2) =< Xg € q | kip =2 >. De plus la décomposition q = q;(0) & q;(1) B q:(2) est
une trois graduation de q.
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Lemme 6.12. (Avec les notations précédentes.) Soient qn(g | b) une sous- algébre
biparabolique de sp(2n), ot a = (ay,...,am) et b= (by,...,b) et 7,7 C = telles
que Gu(a | b) = v, on a;

(1) L’ensemble V' (resp. V') est en bijection avec Qs (resp. Q_n).
(2) ky=n-—s+ > Y ethkr=n—s.+ > [%]

1<i<t 1<i<m
. . / ’
Preuve. (1) Pour tout i € [, soient b; = by + - -+ bi, = {O‘bQ,IH’ . 7%271}
’ "
et m, = {ag+1,--- an} Pour tout 7 € I,, soient a = a; + - —i— a;, m;, =
{aa§,1+1"' o, 1} et m, = {Qs,41,...,n}. Soit par convention, a, = b, = 0.

Alors, on a:

. / / / " 1" "
(i) W:UWZ-UW() et m :Uﬂ'Z-UTI'a.

i€l i€l
.. . b
() Q= uay = UG =ay oy 1<i< GV
ZEIb ’LEI})
U{&, =20+ ...+ 20, 1 +a,; sp+1<j<n}
(it Q= J Qv = UG =ay_ s+ +ag s
€1, 1€l

1<J<[ ]}U{Ca] 20 4+ ...+ 20,1t ay s sa+1<j<n}

On en déduit alors que:
dij— &y, i€y, 1< 5 < [Y]

Iapplication ¢ de V' dans Q.
dy; —> &gy s +1<j<n

" " Cii— G, 1€, 1< 7<%
et Papplication ¢ de V' dans Q_» : 7 G =15l
Caj = Cajs Sa+1<7<mn

sont deux bijections.

(2) Par définition, on a :

/ b; b
_ —2 -1y iv _
card(V') = card(V ™) 4+ card(V™") =n — s, + | E [E] =n-—s,+ g (=
1<i<t, bi#1 1<i<t
N 2 1y a; o a;
card(V") = card(V?) 4+ card(V') =n — s, + E [—2 ] =n—s.+ E [—2 ]

1<i<m, a;#1 1<i<m
Le résultat découle alors de (1). [

Soient q,(a,b) une sous-algébre biparabolique de sp(2n), ©,7 C 7 tels que
dn(a,b) = q . et T(a,b) le méandre associé. Rappelons que chaque paire de
cycles linéaires X s’écrit de la forme X = (X, 0(X)), ott X est un cycle linéaire
dont les sommets sont dans U'intervalle [1,n]. De plus X est maximal si et seulement
si 0(X) est maximal. On définit les ensembles suivants:

(a) {Xi,...,X.} : Pensemble des paires de cycles maximaux linéaires.
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(b) Le singleton {X.y1} constitué de l'unique cycle maximal symplectique de di-
mension 2(n —max(Sq, sp)) si n > max(sa, sp), et on convient que Xo1 = & si
n = max(Sa, Sp) -

(¢) {Xeta,..., X} : I'ensemble des cycles maximaux orthogonaux.

Pour tout 1 <1 < e/, soit 7; la dimension du cycle maximal X;. On pose

gy <ai+r—l<ay<ab+r—1<---<zj <zj +7r;—1 les sommets de Xj.
Pour 1 <i <e tel que r; > 1, soient Ajj, B} les arcs de I';,(a,b) qui sont les bouts
dp Cyclg X; et ¢, xi, les deux sommets du Cycle X; tels que z! et x4+ 7r; — 1 (resp.
) et xy, +1r; — 1) soient reliés par Aj (resp. By ). Pour tout 0 < j < [5] —1, soient
fl; = (4%, 0(A)), Bi = (Bi,o(B1)) les paires d’arcs symétriques de I'y(a | b) ot
Aj (resp. Bj) est I'arc de I'y(a | b) qui relie les points zj +j et i +1r; —1 —j
(resp.ay +j et o +ri —1—7),

5; = {1#;(;?(;}171 )SZ ;1;1[161 Z,VN ’ ~§' - {w;)(b?ggl)m 5;361 Z,v//

i) j 3/ j
et O ={g,€, 0< < [5]-1}.
Pour e+2 < i < ¢ tel que r; > 1, soient C’é = (C¢,0(C})) la paire d’arcs symétriques
de T',(a | b) qui sont les bouts du cycle X;. L’arc C} relie deux sommets du cycle X;
qu'on notera z} et x, +7; — 1. Pour tout 0 < j < [§] — 1, soient C} = (C4,0(CY)),
ou C? est l'arc de I'y(a | b) qui relie les points @ + j et x, +7; — 1 — j,

¢ = {1” (L SGEY o qg 02 < (D)1},
—p (C5), si C; €V 2

Si rer1 = 2(n—max(s,, sp)) > 1, le cycle symplectique X, possede seulement deux

sommets a savoir : les points numérotés maz(sq, sp) + 1 et 2n — max(s,, sp). Pour

tout 1 < j < 5% soient DS*! (resp. 7(D5H')) Darc de V' (resp. V") qui relie les

points numérotés max(s,, sp) + j et 2n — max(Sq, sp) — j + 1, 5;?“ = ¢/(Dj°i+1) =

Y(T(D5T) € QN Qe et Q71 = {71 0 <5 < ["])

Pour tout 1 <i <€ tel que 7; = 1, on convient que ° = {@}. Soient

Q= J 9Co U (-2),0, =0, \Q2NQ, Q0w =\ (-0)N Q.

1<i<e’
et ¥n,(alb) = Z (ijf; + ij§;> + Z ZJXé; +
1<i<e e+2<i<e’
0<j<[7]-1 0<j<[F]-1
+ (tJX§;+1 + th_§;+1) + Z an§ + Z bé‘X_é—,
1<j< et ey €€Q

i<e (Z;) et1<i<e’ (tjutj)lgjg%%lv (aﬁ)gefl ) (b§)§€Q ,,) € Ckﬂl+kwl"

0<j<[+]-1 0<s<[Hl-1
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Exemple 6.13. Nous représentons les paires d’arcs /1; (rep. B;), les paires d’arcs
Ci et les paires d’arcs (DS, 7(D5M)) en gras.

nﬂzz2|&Ln::{T /?AT\Tﬁ ) T {i/ipt\ \\
(VAR AR, k}\}:\LJ/L{/L) U oy oy

Définition 6.14. On dira que ¢, 4 vérifie la proprié¢té P si az # 0, § € Qﬂ/ et
bg#o, ¢ e Qﬂ,//.

Remarque 6.15. (1) Supposons que qn(a | b) est réductive (i.e.a = b), alors
Q. =Q =T et toutes les formes y, (4p) vérifient P.

(2) Supposons que q(a | b) est une sous algebre de Borel de sp(2n), alors Q = @.

Lemme 6.16. Soit q = qu(a | @) une sous-algébre parabolique de sp(2n) ou
a=(ay,as,...,ay,) est une composition d’un entier inférieur ou égal d n.

(1) Supposons ay<n, alors q = g[(al)@q/®qal(1)@qal(2) ot ¢ =qn(as, ey O | D)
est une sous-algébre parabolique de sp(2(n — ay)). Soit ¢ le prolongement de
Pralo), , POT 0 sur gl(a;) ® q ® Ja, (1) . Supposons ¢, 4z vérifie P, on a:

ay

(i) g, ~so(ar) & q.

du Leere 3.9.
(i) Yso(ar) €t Pn—an (as,....am|z) VETifient P.

(2) Supposons a1 = n, alors q = gl(a1) ® qq,(1). Soit ¢ le prolongement de
Pr(alo), , Par 0 sur gl(ay). Supposons ¢n (q,|2) vérifie P, on a:
ai

(1) qp=so(a); (i) @nale), = Psoe)i (1) @eogar) vérific P.

Preuve. (1) On montre d’abord, d’une manieére analogue a celle du cas gl(n),
que si @y, (4)z) vérifie P, alors 'orbite de ¢ dans q,,(2)* est ouverte (voir 1), Lemme
5.11).

(1-i) Voir Figure 5 ot la forme ¢, (4)z) est représentée en gras.

(1-ii) et (1-iii) Supposons a; > 1. Compte tenu de la Remarque 6.8, le méandre
I'(a| @) de g,(a | @) est constitué d’'un cycle maximal orthogonal X de dimension
a; dont les sommets sont 1<a; <2n—a;+1<2n et du méandre I',,_,, (az, ..., ay, | D)
de qn_q, (as,...,an | @), de plus 'arc C} qui relie les sommets 1 et a; et 'arc o(C)
sont les deux bouts de X.
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of lgtan) 00, (1) g6 Al o
v - 0
0 o 0
0 0 ol
q=qn(a|2) de

Figure 5: Réduction de q,(ay,as,...,a, | @)

Figure 6: q,(n | 9)

Soient C; := (Cy,0(C})) la paire d’arcs symétriques de T',(a | @) ott C; est 'arc qui
relie les deux sommets i et a; —i+1, 1 <17 < [%], et A; l'arc qui relie les deux
sommets ¢ et 2n —i4+1, 1 <3¢ < aq.

Soient ' et Y" les deux bijections définies dans la démonstration du Lemme 6.12,
L=—Y"(C),1<i< (%], G = Y'(A), 1<i<ay,et (€7 ;)1<ij<on la base duale
de la base canonique de gl(2n). On vérifie que XF = €5 11, — €5, ion a4i1)
1§i§[%]etXa:e* 1 <i<a;. Deplus, on a

,2n—1)

Q0n7(g|g) = Z ZZX; + Z tZXZl + @n—a1,(a2,...,am|®);

1<i<[%] 1<i<ay

(%’)193[%1} S C[%]7 (ti)1§i§a1 € Cala et Prn—ai,(az,...,am|?) S (q/)* D’autre part, la
restriction de Z1gig[”7l] 2 X{ a4 q, est égale a

* * o
E , Zi(eal—i+1,i - ei,al—z‘—',-l) = Pso(ar)

1<i<[%]

et la restriction de ), ., t: X7, & q, est nulle. Comme les arcs Cy et o(C1) sont
les deux bouts du cycle X, on voit alors que ¢, 4z) Vérifie P si et seulement si
ti 70, 1 <i < ay et de plus, ©n_a; (as,...am|e) Vérifie P. En particulier, si ¢, (4e)
vérifie P, alors ©,_q, (as,....am|o) Verifie P. D’ou le résultat.

Supposons a; = 1, alors le méandre I',,(a | @) de la sous-algebre q,,(a | @) est consti-
tué d’un arc A reliant les deux sommets 1 et 2n et du méandre T',,_,, (az, ..., an | @)
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de qn_q,(az,...,an | @). Soit ( = @b'(A)7 alors ¢y, (4)o) = th‘ + On—ay,(as,...am|2) »
t € C et la restriction de tX a q, est nulle. D’ou le résultat.

(2) De méme, puisque @, (q,|2) vérifie P, 'orbite de ¢ dans g4, (1)* est alors ouverte.
(2-1) Voir figure 6 oti la forme ¢, (4,|) est représentée en gras.

(2-ii) et (2-iii) Dans ce cas, le méandre T, (a; | @) de g, (a1 | @) est un cycle maximal
orthogonal X de dimension a; dont les sommets sont 1 < a; < a; +1 < 2ay. Le
résultat découle de 1). n

Theoreme 6.17. Avec les notations précédentes, on a:

(1) @nap est de type réductif dans q,(a | b)* si et seulement si:
©On,(ap) VETIfie P, ainsi que pour tous 1 < i <e, 0 <j < (%] — 1, a: et y]
Uemﬁent la condmon suivante: x; =0 < yj =0 et pour tous 1 < j < ”‘*2 A

!

et t vérifient la condition suwante ti=0<=1t, =0.

<.

(2) Guan) est de type réductif et unipotent dans qu(a | b)* si et seulement si:
Py Vérifie P, ainsi que x% =yt =0, 1 <i<e, 0<j <[5 -1
5=0,e+t2<i<e, 0<j<[F]-Tett;=1;=0 1<j<[5. On
notera une telle forme par 902 (alb) -

~.

t.

oL~

(3) @n(ap) est u-équivalente a gpg’@@ si et seulement si elle vérifie P.

(4) ©n(ap) est une forme fortement réguliére dans qn(a | b)* si et seulement si:
On,(alp) VErifie P, ainsi que x5 #0, yi #0, 0 <5 < [F] -1 et
Mosjci <@y —pyy) #0, 1< i< e, 7& 0, tj. 20, 1<
icjeycrgpa (it =tt) # 0, Hogjay () =(2)°) # 0, er2<i<e
et de plus, si r; est impair, z; #0, 0 < j < [5] 1.

Preuve. Supposons a # @ et b # @, d'une maniere analogue a celle du cas
gl(n), on peut supposer que a; < by et que @, (o) vérifie P. Alors q,,(2) = 0 et
dn(a | b) = 44,(0) © g4, (1). Soit ¢ le prolongement de (¢n (ap)) lq., (1) Par 0 sur
qa,(0), alors g,(a | b), est isomorphe a la sous-algebre q,_q, (a’ | ¥') ow:

b
a = (ag,...,an) et b = (by —2ay,a1,bs,...,b;) si &1§[51];

b
a = (2a1 — by, a9,...,a,) et b = (a1, by,...,b) si a1>[21]

D’apres le Lemme 5.11 et le Lemme 6.16, cette réduction laisse stable la forme
g&m(gm), autrement dit, (an(Q@ |qn7u1(a7/‘i): Qon—al,(cﬂi) et Spn—a17(g’\i’) vérifie P. En
appliquant le Lemme 2.17 avec a = g4, (1), on déduit que ¢, qp) € qn(a | )}, (resp.

dn(a | D);,) si et seulement si Pr—ar,(@ b)) € Gn—a; (@ | Q)}r (resp. dn—a, (@’ | V)}).

Supposons a = & ou b= @, on applique la réduction du Lemme 6.16.
D’autre part, cette réduction agit sur I';,(a | b) de la maniére suivante (voir [5]):

* Chaque cycle maximal linéaire de dimension r; se réduit au méandre de gl(r;).
* Chaque cycle maximal orthogonal de dimension r; se réduit au méandre de so(r;).
* Le cycle maximal symplectique reste stable.
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La sous algebre g,,(a | b) se réduit a [[;_, gl(r;) ®sp(res1)® Hf/:€+2 s0(r;) et la forme

Pn.(aly) Se réduit & ¢ = Bi_; Pai(r) T Pap(ress) T Dicera Pootr) s O Pai(ri)s Pap(res) ©t
Pso(r;) SNt les formes définies au Lemme 3.9. Le résultat découle du Lemme 2.17 et
du Lemme 2.19 d’une maniere analogue a celle du cas gl(n). n

On considere les plongements de gl(r;), so(r;) dans q,(a | b) induits par la procédure
de réduction du méandre. De ce qui précede, on déduit le théoreme suivant :

e /

Theoréme 6.18. (1) Ju(a | b) = [] Jaier)) D Jep(ress) @ H Jso(ry) €St une sous-
i=1 i=e+2
algebre de Cartan-Duflo de q,(a | b).
2) xXan(a|b) = > rit > [5]+ (n—max(ss, ).

1<i<e e+2<i<ée’

e/

(3) tnlal|d):=I] ol(r;) ®sp(2n — 2max(s,, sp)) ® [] so(r;) est une sous-algébre
i=1 i=et2

réductive canonique de q,(a | b).

Remarque 6.19. Par définition de la dimension d'un cycle maximal, on a:

(1) > r; =1(2x nombre de cycles linéaires + nombre de segments linéaires).
1<i<e

(2) > [%] = nombre de cycles orthogonaux.
e+2<i<e’

(3) n —maz(s,, sp) = nombre de cycles symplectiques.

Compte tenu du Théoreme 6.18, nous retrouvons alors le théoréme suivant.

Theoréme 6.20. [15] (Théoreme 3.2)

X(qn(a | b)) = nombre de cycles + 5 nombre des segments linéaires.

Exemple 6.21. Soit q11(2,2,2 | 8,1,1) C sp(22), alors:

P11(2,2,2|8,1,1):(. m \ 4D T ( m \

[o(2,2]4,2,1,1) = mf'\ N M 2%

Y Y Y

F7(2|2,2,1,1):O D MM YY) (qu(2,2,2)8,1,1)=4.
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La forme linéaire ¢11,(2,2,9/8,1,1), restriction a q11(2,2,2 | 8,1,1) de la forme linéaire

Z (€3 192; — €3 9i94-2:) + Z (€ig3-4) + Z (€9—ii + €33 i1a1s) T €lan1

1<i<3 7<i<11 1<i<4

est fortement réguliere. Elle est u-équivalente a la forme de type réductif et unipotent
Y (2.2.28.1,1)» Testriction a q11(2,2,218,1,1) de la forme linéaire

Z (€ia3-i) + Z (€g_ii T €53 5 1a14)-

7<i<10 1<i<4

Counsidérons les matrices :

N

o oo ocococooo@o
o oo ocococoooo
DO OO DODODOOC O OO
(e I e Wi en W an B e B e B o Bl e Wi e i e Wi
coocoocooQQooocoo
(e R s R en W e B e B e B e Bl e B e i e Wi e
SO O PO OO0 OO
colljoocoococoococ oo
oo ocoocococoocooc oo
O OO OO O OO OO

x

N

SO OO DO OO oo oo

ou A €50(2), B € gl(2) et C €sp(2). L’algebre de Lie v constituée des matrices de
la forme (%) est une sous-algebre réductive canonique de ¢q1(2,2,2 | 8,1,1).

Corollaire 6.22. Soient q,(a | @) une sous-algébre parabolique de sp(2n), ou
a=(ay,...,anp), on a:

~ ~

(1) (i) Jn(a]| D) := Jsota) P+ D Tso(am) PIsp(2(n—sa)) €5t une sous-algébre de Cartan-
Dufio de p.

(i) x(an(a| @) =n—s.+ > [5]

1<i<m

(2) (i) Soit my C 7 le sous-systéeme de type C,_s,. La forme ¢ = ZEGQW\QM Ae X¢
est de type réductif et unipotent dans q,(a | @)* si et seulement si nous avons
(Ae)ecanan, € (CF)FrFm,

(ii) vu(a| @) =s0(ar)®---PBso(a,)®sp(2(n—s,)) est une sous-algébre réductive
canonique de q,(a | @).

Preuve. Remarquons que I';(a | @) contient seulement 3 [%] cycles orthogo-
1<i<m
naux et n—s, cycles symplectiques. De plus, dans ce cas, on a T =, Q= 0\,

et Q0 » = @. Le résultat se déduit alors du Théoreme 6.17 et du Théoreme 6.18. =
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Exemple 6.23. On reprend I'exemple 6.10, soit p = q4(2,1 | &), on a :

r,(2,1|2)= (/f fj. \\D X(p) = 2.

N N

Une forme fortement réguliere de p* est donnée par:
_ * * * * * * *
Pa1l0) = (elg —ergtelsteg) ety tegst+es,),.

Une forme fortement de type réductif et unipotent de p* est donnée par:

0 _ * * *
Pa(2110) = (€51 + €72+ €63), -

0O a O O 00O O
—a 0 0 0 00 O0 O
0O 00 O O0O0OO0O O
0O 00 0O b 0O O
p904,(2,1|z) = 0 00 =b 000 0 ; {Cl, b} - C?
0O 00 O O0OO0OO0O O
0O 00 O 0O0O0 —a
0O 00 O 00 a O
0 a O O 0 OO0 O
—a 00 0 O 00 O
0O 00 O O OO0 O
0 00 ¢ b 00 O
p‘pg,(m\z) - 0 00 =b — 0 0 0 ; {a,b, C} cc?
0O 00 O O OO0 O
0O 00 O O OO0 —a
0O 00 O O O a O

Dans ce paragraphe, nous redémontrons le Théoreme 3.7 dans le cas sp(2n).

Soit qn(a | b) une sous-algebre biparabolique de sp(2n) et soient 7,7 C 7, telles
que qn(a | b) = q,/ . Comme dans la démonstration du Théoreme 3.7 dans le cas
sl(n) au numéro 5, on pose
EmP = {1 <i<m:a;est impair}| 4+ |{1 < j < t:b; est impair}|.
On pose ensuite
EmP = {1 <i<e:r; estimpair}| et ki =|{e+2<i<e :r;estimpair}.
On a: Le nombre de segments linéaires est égal & 2k2™. Le nombre de segments

orthogonaux est égal a k;mp . D’une maniére analogue a celle du cas gl(n), on montre
que le nombre de segments du méandre Ty, (ay, ..., am | b1,...,b;) est égal & k"™P.
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D’ot: EmP = 2P 4 kP et
ki + Kk Z[bj]Jr + Y E) 4 M — L(sut ) — Sk
’ " = —_— n—s _ n—sa: n—_sa S — =
o - 19 P Ly 2 A
1<j<t 1<i<m
D’autre part, on a: Z i = |Sp — Sal
e+2<i<e’

Comme dans le cas gl(n), le sous-espace Necq ,un , ker(§) est défini par les paires
des cycles (resp. segments) linéaires. D’ou

e

dim(E, ) =n — Z[

=1

7’1—|—1
2

]

Par suite, on a

‘it 1 1.
—d E/ " ]i'/ k //—d. E/ n) =92 —— (84 __klmp
n lm( T, )+ T + T Hn( T, ) ;[ 9 ]—i—n 2(8 +Sb) 5
i1 < 4
O 2 4 — ) fimp
1
et §(sa + ) = max(sy, Sa) — 5]56 — Sal.
Enfin: n— dim(EWfﬂru) +k o +kn— dim(EW/mn) =
ZZG:T-—i—n—max(sb Sq) + i Q_lkimp
s e 2 27
=1 i=e+2
e e rl
= ri +n —max(Sy, Sq) + —| = nlalbd)).
2 (5:54) 22[21 x(@a(a | 5))

Corollaire 6.24. La sous-algébre q,(a | b) de sp(2n) est une algébre de Frobenius
si et seulement si I'y(a | b) ne contient que des segments orthogonauz. En particulier
une sous-algébre parabolique de sp(2n) est de Frobenius si et seulement si c¢’est une
sous-algébre de Borel.

Corollaire 6.25. (1) Supposons que q,(a | b) est une algebre de Frobenius, alors
max(s,, Sp) =n.

(2) Supposons que qn(a | b) =q,/ . est une algebre de Frobenius, alors:
Pralt) = Dgeq , NeXi T D ecq , Me X, est réquliere, donc fortement régulicre

et de type réductif et unipotent de q(a | b)* si et seulement si ¢ # 0, £ € Q_
et /157&0, £EQW//.
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