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Abstract. Utilisant le méandre associé, nous montrons que pour une sous-algèbre biparabolique
d’une algèbre de Lie simple de type A ou C, les formes linéaires construites par P. Tauvel et R. Yu
[Sur l’indice de certaines algèbres de Lie, Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 54 (2004) 1793–1810]
sont génériquement fortement régulières. De plus, nous montrons que cet ensemble de formes
linéaires rencontre l’unique orbite de type réductif et unipotent. Enfin, nous donnons une nouvelle
démonstration, directe et élémentaire, de la formule de l’indice conjecturée par Tauvel-Yu [loc. cit.]
et démontrée par A. Joseph [On semi-invariants and index for biparabolic (seaweed) algebras I, J.
Algebra 305 (2006) 487–515].
Mathematics Subject Classification: 17B45, 17B20, 22E60.
Key Words and Phrases: Index of biparabolic subalgebras, quasi-reductive Lie algebras, linear
forms of reductive and unipotent type, meander graphs.

1. Introduction
Soit g l’algèbre de Lie d’un groupe de Lie algébrique complexe G et g∗ son dual.
On désigne par z(g) le centre de g , par ug le radical unipotent de g et par r(g) un
facteur réductif de g (voir [6]). Pour f ∈ g∗ , on note gf le stabilisateur de f pour
l’action coadjointe. On appelle indice de g qu’on note χ(g) la dimension minimale
de gf lorsque f parcourt g∗ .
Soit s une algèbre de Lie simple, h une sous-algèbre de Cartan de s , ∆ un système
de racines de s et π une base de ∆ . Deux racines α, β ∈ ∆ sont dites fortement
orthogonales si α ± β /∈ ∆ . Pour toute partie π′ ⊂ π , Kostant associe un ensemble
Kπ′ des sous-parties connexes (relativement au diagramme de Dynkin) de π′ et il
montre que l’ensemble Ωπ′ := {ξT , T ∈ Kπ′} , où ξT est la plus haute racine de T , est
un système de racines fortement orthogonales (voir [9] et [18]). Pour toutes parties
π

′ et π′′ de π , on associe une unique sous-algèbre biparabolique (à conjugaison près)
qπ′ ,π′′ de s . Soient kπ′ = card(Ωπ′ ) , kπ′′ = card(Ωπ′′ ) et Eπ′ ,π′′ le sous-espace de
h∗ engendré par Ωπ′ ∪ Ωπ′′ . Dans [17], Tauvel et Yu ont construit au moyen de
Ωπ′ ∪ Ωπ′′ un sous-espace vectoriel de q∗

π′ ,π′′ noté Vπ′ ,π′′ (voir paragraphe 3.2). Ils
ont montré que, génériquement, la dimension du stabilisateur d’un élément de Vπ′ ,π′′

est majorée par dim(h) + kπ′ + kπ′′ − 2 dim(Eπ′ ,π′′ ) , de sorte que l’on a :

χ(qπ′ ,π′′ ) ≤ dim(h) + kπ′ + kπ′′ − 2 dim(Eπ′ ,π′′ )
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Ils ont conjecturé de plus l’égalité, cette conjecture a été démontrée par Joseph dans
[10]. Dans cet article, nous décrivons toutes les formes fortement régulières de Vπ′ ,π′′

(Théorème 5.12, Théorème 6.17), nous donnons une sous-algèbre de Cartan-Duflo
de qπ′ ,π′′ qui est unique à conjugaison près (Théorème 5.15, Théorème 6.18), et nous
redémontrons en particulier la conjecture de Tauvel et Yu lorsque s est de type A
ou C (voir paragraphes 5 et 6).
Une algèbre de Lie g est dite quasi-réductive, s’il existe f ∈ g∗ telle que u(gf ) ⊂ z(g),
dans ce cas f est dite de type réductif. Si de plus la restriction de f à tout facteur
réductif de gf est nulle, f est dite de type réductif et unipotent, son stabilisateur
gf est appelé sous-algèbre réductive canonique de g . Une algèbre de Lie g est dite
fortement quasi-réductive si elle est quasi-réductive et uz(g) = 0 , ce qui est le cas
des sous-algèbres biparaboliques quasi-réductives d’une algèbre de Lie simple. Dans
ce cas, l’ensemble des formes de type réductif et unipotent est une unique G-orbite
(voir [7], Théorème 3.5.1]).
De nombreux travaux concernent la classification des sous-algèbres biparaboliques
quasi-réductives d’une algèbre de Lie simple s , il en résulte que les sous-algèbres
de Borel de s sont toutes quasi-réductives (voir [9]). De même, si s est de type A
ou C, toutes les sous-algèbres biparaboliques de s sont quasi-réductives (voir [14]).
Cependant, ceci n’est pas le cas pour s de type B ou D, on trouvera une classification
des sous-algèbres paraboliques quasi-réductives dans [7].
Dans [3], Dergachev et Kirillov associent à chaque sous-algèbre biparabolique q de
l’algèbre de Lie s = gl(n) un graphe appelé méandre associé à q ou méandre de q ,
et au moyen de ce graphe, ils décrivent l’indice de q . Ce résultat a été généralisé
au cas des sous-algèbres biparaboliques de s = sp(n) dans [2] et [15], et au cas de
celles de s = so(n) dans [16]. Dans [12], Moreau et Yakimova donnent en terme
du méandre associé la classe de conjugaison des sous-algèbres réductives canoniques
des sous-algèbres biparaboliques lorsque s est de type A. Elles décrivent également
les classes de conjugaison des sous-algèbres réductives canoniques des sous-algèbres
paraboliques quasi-réductives lorsque s est symplectique ou orthogonale. Ce résulat
a été généralisé au cas des sous-algèbres biparaboliques lorsque s est une algèbre de
Lie classique réelle différente de so(p, q) dans [5], et lorsque s = so(p, q) ou so(n,C)
dans [4].
Dans ce travail, nous montrons que pour une sous-algèbre biparabolique q d’une
algèbre de Lie simple de type A ou C, l’unique orbite de type réductif et unipotent de
q rencontre l’ensemble des formes linéaires construit par Tauvel et Yu dans [17], nous
décrivons une forme φ0 de type réductif et unipotent contenue dans cet ensemble,
ainsi que toutes les formes u-équivalente à φ0 (resp. de type réductif, de type
unipotent)(voir définition 2.9) contenues dans celui-ci (Théorème 5.12, Théorème
6.17). Nous retrouvons en particulier la classe de conjugaison des sous-algèbres
réductives canoniques de q (Théorème 5.15, Théorème 6.18).
Dans toute la suite, les groupes et les algèbres de Lie considérés sont définis sur le
corps des complexes.
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2. Généralités
Soit G un groupe de Lie algébrique, g son algèbre de Lie et g∗ le dual de g , on
désigne par Z(G) (resp. z(g)) le centre de G (resp. g), par uG (resp. ug) le radical
unipotent de G (resp. g) et par R(G) (resp. r(g)) un facteur réductif de G (resp.
g) (voir [6]).
Au moyen de la représentation coadjointe, g et G opèrent dans g∗ par :

(x.f)(y) = f([y, x]), x, y ∈ g et f ∈ g∗

(x.f)(y) = f(Adx−1y), x ∈ G, y ∈ g et f ∈ g∗

Pour f ∈g∗ , soit Gf le stabilisateur de f pour cette action et gf son algèbre de Lie:

Gf = {x ∈ G; f(Adx−1y) = f(y), y ∈ g}
gf = {x ∈ g; f([x, y]) = 0, y ∈ g}

On appelle indice de g l’entier χ(g) défini par: χ(g) = min{dim gf , f ∈ g∗} .
Si χ(g) = 0 , g est dite une algèbre de Frobenius.

Définition 2.1. Une forme linéaire f sur g∗ est dite régulière si dim gf = χ(g) .

Remarque 2.2. Le stabilisateur d’une forme régulière est commutatif (voir [8]).
L’ensemble des éléments réguliers est un ouvert non vide de g∗ pour la topologie de
Zariski, on le notera par g∗r .

Définition 2.3. Une forme linéaire régulière g ∈ g∗ est dite fortement régulière
si jg , le facteur réductif de gg qui est un tore, est de dimension maximale lorsque
g parcourt l’ensemble des formes régulières. On notera g∗fr l’ensemble des formes
fortement régulières.

Remarque 2.4. (i) Les tores jg , pour g ∈ g∗fr sont appelés les sous-algèbres de
Cartan-Duflo de g , ils sont deux à deux conjugués sous l’action du groupe adjoint
connexe de g (voir [11], 1.18) .
(ii) Si g est réductive, les sous-algèbres de Cartan-Duflo de g sont les sous-algèbres
de Cartan.
(iii) g∗fr est un ouvert de Zariski G-invariant non vide de g∗ .

Définition 2.5. On appelle rang de g et on note rang(g) la dimension commune
des sous-algèbres de Cartan-Duflo de g .

Définition 2.6. (i) Une forme linéaire g ∈ g∗ est dite de type réductif si u(gg) ⊂
z(g). On notera g∗red l’ensemble des formes de type réductif.
(ii) Une algèbre de Lie g est dite quasi-réductive si g∗red est non vide.
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Définition 2.7. Soit g ∈ g∗ , un sous-espace b de g est dit coisotrope relativement
à g si: {x ∈ g ; g([x, y]) = 0, y ∈ b} ⊂ b.

Définition 2.8. On dit que g ∈ g∗ est de type unipotent si et seulement si g vérifie
les conditions suivantes:
(U1) La restriction de g à tout facteur réductif de gg est nulle.
(U2) Il existe une sous-algèbre b de g telle que:

(i) b est algébrique.
(ii) b est coisotrope relativement à g .
(iii) b = gg +

ub .

Soit g∗u l’ensemble des formes de type unipotent. Il est invariant sous l’action du
groupe des automorphismes de g . L’orbite d’un élément g de g∗u est dite de type
unipotent.

Définition 2.9. [6] Soit g ∈ g∗u , une forme λ ∈ g∗ est dite u-équivalente à g , s’il
existe une sous-algèbre b coisotrope relativement à g et une forme f ∈ G.λ tels que
f|ub

= g|ub
.

Remarque 2.10. Il a été démontré dans [7] (Théorème 3.4.1) que si g ∈ g∗red , alors
g ∈ g∗u si et seulement si la condition U1 est vérifiée.

Theorème 2.11. ([7], Théorème 3.5.1) Supposons que g est quasi-réductive et que
uz(g) = 0. Alors g∗u ∩ g∗red est une G-orbite.

Remarque 2.12. Si g est une algèbre de Frobenius, alors g est quasi-réductive,
z(g) = 0 et g∗r = g∗fr = g∗red ∩ g∗u .

Supposons que g est quasi-réductive, soit ϕ ∈ g∗u ∩ g∗red . On choisit une réalisation
de g comme sous-algèbre de Lie de l’algèbre de Lie des endomorphismes d’un C-
espace vectoriel de dimension finie. Soit r= r(gϕ) . On désigne par h= gr = {x∈ g;
[x, y] = 0, y ∈ r} , le centralisateur de r dans g , h1 l’orthogonal de r dans h pour la
forme bilinéaire (X,Y ) 7→ Tr(XY ) , c’est un idéal de h et h = z(r)⊕ h1 . On a alors:

g=z(r)⊕ h1 ⊕ [r, g] de sorte que g∗ = z(r)∗ ⊕ (h1)∗ ⊕ [r, g]∗.

Lemme 2.13. Avec les notations précédentes, on a:
(a) z(h1) = uz(g) et ϕ ∈ (h1)∗r .
(b) Supposons que uz(g) = 0,alors :

(i) h1 est une algèbre de Frobenius.
(ii) Réciproquement, si f ∈ (h1)∗r , soit f̃ le prolongement de f par 0 sur

z(r)⊕ [r, g], alors f̃ ∈ g∗u ∩ g∗red.

Preuve. Puisque ϕ ∈ g∗u et r ⊂ gϕ , alors ϕ est nulle sur z(r) ⊕ [r, g] . D’autre
part ϕ ∈ g∗red , donc u(gϕ) = uz(g) ⊂ z(h1) . Comme h1 normalise le sous-espace
z(r)⊕ [r, g] , on voit alors que h1ϕ = gϕ∩h1 . Maintenant, soit x = x1+x2 un élément
de gϕ tel que x1 ∈ r et x2 ∈ uz(g) , alors x ∈ h si et seulement si x1 ∈ z(r) , en
particulier, on a gϕ ∩ h1 = uz(g) . Par suite on a: z(h1) ⊂ h1ϕ = gϕ ∩ h1 = uz(g) .
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Donc h1ϕ = z(h1) = uz(g) et ϕ ∈ (h1)∗r puisque χ(h1) ≥ dim z(h1) . Si de plus
uz(g) = 0 , alors h1ϕ = 0 et h1 est une algèbre de Frobenius. Soit H le centralisateur
de r dans G , alors ϕ ∈ (h1)∗r = H .ϕ . Soit f ∈ (h1)∗r , il existe alors x ∈ H tel que
f = x.ϕ . Comme H normalise l’espace z(r)∗ ⊕ [r, g]∗ , alors f̃ = x.ϕ et par suite
f̃ ∈ g∗u ∩ g∗red .

Définition 2.14. Supposons que g est quasi-réductive et uz(g) = 0 .
Soit ϕ ∈ g∗u ∩ g∗red , la sous-algèbre gϕ est appelée sous-algèbre réductive canonique
de g et on la notera rg (elle est unique à conjugaison près).

Lemme 2.15. Soit g =
⊕

1≤i≤n gi somme directe d’algèbres de Lie algébriques,
φ ∈ g∗ et φi = φ |gi , 1 ≤ i ≤ n. On a :
(1) φ ∈ g∗fr si et seulement si φi ∈ (g∗i )fr , 1 ≤ i ≤ n.
(2) φ ∈ g∗red si et seulement si φi ∈ (g∗i )red , 1 ≤ i ≤ n.
(3) φ ∈ g∗u si et seulement si φi ∈ (g∗i )u , 1 ≤ i ≤ n.

Preuve. Comme, pour tous 1 ≤ i ̸= j ≤ n , gi et gj commutent, on a directement
gφ = ⊕1≤i≤n(gi)φ . Les trois assertions en résultent.

On en déduit alors le corollaire suivant.

Corollaire 2.16. (1) Pour 1 ≤ i ≤ n, soit ji une sous-algèbre de Cartan-Duflo de
gi . Alors

⊕
1≤i≤n ji est une sous-algèbre de Cartan-Duflo de g.

(2) Supposons que pour 1 ≤ i ≤ n, gi est quasi-réductive et soit ri une sous-algèbre
réductive canonique de gi . Alors g est quasi-réductive et

⊕
1≤i≤n ri est une

sous-algèbre réductive canonique de g.

Lemme 2.17. Soient g = g0 n a un produit semi-direct d’une algèbre de Lie g0 et
d’un idéal abélien a contenu dans le radical unipotent de g, f ∈ g∗ , a = f|a , ã le
prolongement de a par 0 sur g0 , g̃=gã et f̃=f|g̃ . Supposons que le centre de g est
formé d’éléments semi-simples et que G.(f|a) est une orbite ouverte dans a∗ , alors :
(1) g est quasi-réductive si et seulement si g̃ est quasi-réductive.
(2) gf = (g̃)f̃ .
(3) Supposons g quasi-réductive, alors f ∈g∗u ∩ g∗red si et seulement si f̃ ∈ g̃∗u ∩ g̃∗red .
(4) f ∈ g∗fr si et seulement si f̃ ∈ g̃∗fr .

Preuve. Pour (1) et (2), voir [12](Lemme 4.3), (3) résulte de (2) et de la remarque
2.10. D’après [13] (Lemme 1.4), χ(g) = χ(g̃) . On déduit de (2) que f ∈ g∗r si et
seulement si f̃ ∈ g̃∗r , et puisque r(g̃f̃ ) = r(gf ) , alors f ∈ g∗fr si et seulement si
f̃ ∈ g̃∗fr .

Remarque 2.18. Le fait que l’orbite G.(f|a) soit ouverte dans a∗ équivaut à la
condition gf ∩ a = {0} . En effet, G.(f|a) est une orbite ouverte dans a∗ si et
seulement si (g.f)|a = a∗ .
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Lemme 2.19. Soient g = g(0)⊕g(1)⊕g(2) une algèbre de Lie 3-graduée (signifiant
que [g(i), g(j)] ⊂ g(i + j), 0 ≤ i, j ≤ 2 où g(i) = 0 pour i ≥ 3), f ∈ g∗ , a = f|g(2) ,
ã le prolongement de a par 0 sur g(0)⊕ g(1), g̃ = gã et f̃ = f|g̃ . Supposons que le
centre de g est formé d’éléments semi-simples et que gf ∩ (g(1)⊕g(2))={0}. Alors :
(1) g est quasi-réductive si et seulement si g̃ est quasi-réductive.
(2) gf = g̃f̃ .
(3) Supposons g quasi-réductive, alors f ∈ g∗u ∩ g∗red si et seulement si f̃ ∈ g̃∗u ∩ g̃∗red

(4) f ∈ g∗fr si et seulement si f̃ ∈ g̃∗fr

Preuve. Pour (1) et (2), voir [12] (Lemme 4.6), (3) résulte de (2) et de la remarque
2.3. D’après [13] (Lemme 1.5) , χ(g) = χ(g̃) , le résultat se déduit alors de (2).

3. Sous-algèbres biparaboliques d’une algèbre de lie semi-simple
3.1. Soient g une algèbre de Lie semi-simple sur le corps des complexes C , k la
forme de Killing de g définie par k(x, y) = Tr(ad(x) ad(y)) pour x, y ∈ g , h une
sous-algèbre de Cartan de g et ∆ ⊂ h∗ le système de racines de g relativement à
h , soit π := {α1, . . . , αn} une base de racines simples, alors ∆ = ∆+ ∪ ∆− où ∆+

est l’ensemble des racines positives relativement à π et ∆− = −∆+ . Deux racines
α, β ∈ ∆ sont dites fortement orthogonales si α±β /∈ ∆ . Pour α ∈ ∆ , soient hα ∈ h
tel que α(hα) = 2 et k(hα, h) = 0 si α(h) = 0 , et gα := {x ∈ g; [h, x] = α(h)x, h ∈
h} , gα est de dimension un. On choisit Xα ∈ gα tel que {Xα, α ∈ ∆; hα, α ∈ π}
soit une base de Chevalley de g (voir [1], 4.2.1) et on note {X∗

α, α ∈ ∆; h∗α, α ∈ π}
la base duale.
Pour tout sous-ensemble π′ ⊂ π , soient ∆+

π′ = ∆+ ∩Nπ′ où Nπ′ désigne l’ensemble
des combinaisons linéaires des éléments de π′ à coefficients dans N , ∆−

π′ = −∆+

π′ et
n+
π′ (resp.n−

π′ ) le sous-espace de g somme directe des gα (resp.g−α ), pour α ∈ ∆+

π′ .
Alors ∆π′ := ∆+

π′ ∪ ∆−
π′ est un système de racines dont ∆+

π′ est un ensemble de
racines positives et π′ est une base de racines simples. De plus n+

π′ et n−
π′ sont des

sous-algèbres de g formées par des éléments nilpotents et on a g = n+π ⊕ h ⊕ n−π ,
cette décomposition est appelée décomposition triangulaire de g .
Dans la suite, (g, h, π) désigne une algèbre de Lie semi-simple g , où h est une sous-
algèbre de Cartan de g et π est une base de racines simples du système de racines
de g relativement à h .
Rappelons qu’une sous-algèbre de Borel de g est une sous-algèbre résoluble maximale
(au sens de l’inclusion) de g . Une sous-algèbre parabolique de g est une sous-algèbre
contenant une sous-algèbre de Borel de g .

Définition 3.1. Pour tout sous-ensemble π′ ⊂ π , la sous-algèbre pπ′ := n+π ⊕h⊕n−
π′

(resp. p−
π′ := n−π⊕h⊕n+

π′ ) est appelée sous-algèbre parabolique standard (resp. standard
opposée) de g associée à π′ .

Remarque 3.2. (1) Toute sous-algèbre parabolique de g est conjuguée sous le
groupe adjoint de g à une sous-algèbre parabolique standard de g .

(2) Si π′
= ∅ , pπ′ (resp. p−

π′ ) est une sous-algèbre de Borel de g .
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Définition 3.3. Deux sous-algèbres paraboliques de g sont dites opposées si leur
somme est égale à g .

Définition 3.4. On appelera sous-algèbre biparabolique de g , toute intersection de
deux sous-algèbres paraboliques opposées de g .

Remarque 3.5. Soient π
′
, π

′′ ⊂ π , la sous-algèbre qπ′ ,π′′ := n+
π′ ⊕ h ⊕ n−

π′′ =

p−
π′ ∩ pπ′′ est appelée sous-algèbre biparabolique standard de g , et les sous-algèbres

biparaboliques de g sont toutes ainsi obtenues (à conjugaison près).

3.2. Rappelons que pour toute partie connexe (relativement au diagramme de
Dynkin) π′ ⊂ π , il existe une unique racine ξπ′ ∈ ∆+

π′ telle que, pour toute racine
α ∈ ∆+

π′ , on a ξπ′ +α /∈ ∆+

π′ , ξπ′ est appelée la plus haute racine de ∆+

π′ . Kostant a
donné une construction d’un système de racines fortement orthogonales qu’on notera
Ωπ′ (voir [9] et [18]). Cette construction repose sur celle d’un ensemble Kπ′ de parties
connexes de π′ , appelé cascade de Kostant associée à π′ et défini par récurrence sur
le cardinal de π′ de la manière suivante:
(1) K∅ = ∅ ,
(2) Si π′

1 ,…,π
′
s sont les composantes connexes de π′ , alors Kπ′ = Kπ

′
1
∪ · · · ∪ Kπ′

s
,

(3) Si π′ est connexe, alors Kπ′ = {π′} ∪ Kπ′′ où π
′′
= {α ∈ π

′
; ξπ′ − α /∈ ∆π′} .

Soient Ωπ′ := {ξT , ∀ T ∈ Kπ′} et kπ′ le cardinal de Ωπ′ , les éléments de Ωπ′ sont
deux à deux fortement orthogonaux. Le cardinal de Ωπ ne dépend que de g , on le
notera par kg . Le tableau suivant décrit l’entier kg pour tous les différents types
d’algèbres de Lie simples g .

Aℓ, ℓ ≥ 1 Bℓ, ℓ ≥ 2 Cℓ, ℓ ≥ 3 Dℓ, ℓ ≥ 4 G2 F4 E6 E7 E8[
ℓ+ 1

2

]
ℓ ℓ 2

[
ℓ

2

]
2 4 4 7 8

Table 1: kg [18]

On notera Vπ′ ,π′′ le sous-espace de g∗ engendré par {X∗
ξ , ξ ∈ Ωπ′}∪{X∗

−ξ, ξ ∈ Ωπ′′} .

Lemme 3.6. [17] Soit π′ ⊂ π et pour tout ξ ∈ Ωπ′ soient
∆+

π
′
,ξ
= {α ∈ ∆+

π
′ ; ξ − α ∈ ∆+

π
′} ∪ {ξ} et gξ =

∑
α∈∆+

π
′
,ξ

CXα . On a :

(1) gξ est une algèbre de Heisenberg de centre CXξ , ξ ∈ Ωπ′ .
(2) ∆+

π′ est réunion disjointe des ensembles ∆+

π′ ,ξ
, ξ ∈ Ωπ′ . De plus n+

π′ =
⊕

ξ∈Ω
π
′

gξ .

Theorème 3.7. [10] Soient qπ′ ,π′′ une sous-algèbre biparabolique d’une algèbre de
Lie semi-simple (g, h, π) de rang n et Eπ′ ,π′′ le sous-espace de h∗ engendré par
Ωπ′ ∪ Ωπ′′ , alors :

χ(qπ′ ,π′′ ) = n+ (kπ′ + kπ′′ )− 2 dim(Eπ′ ,π′′ ).
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Lemme 3.8. [10] et [17] Soit qπ′ ,π′′ une sous-algèbre biparabolique d’une algèbre de
Lie semi-simple (g, h, π), alors il existe un ouvert U de (C×)Ωπ

′ × (C×)Ωπ
′′ tel que

la forme φπ′ ,π′′ définie par :

φπ′ ,π′′ =
∑
ξ∈Ω

π
′

λξX
∗
ξ +

∑
ξ∈Ω

π
′′

µξX
∗
−ξ

soit régulière dans (qπ′ ,π′′ )∗ pour tout ((λξ) ξ∈Ω
π
′ , (µξ)ξ∈Ω

π
′′ ) ∈ U . En particulier, on

a Vπ′ ,π′′ ∩ (qπ′ ,π′′ )∗r ̸= ∅.

Lemme 3.9. (1) Si (g, h, π) est une algèbre de Lie simple classique de type A ou
C, soit φg la forme linéaire de g∗ donnée par φg =

∑
ξ∈Ωπ

(λξX
∗
ξ + µξX

∗
−ξ) où

(λξ, µξ)ξ∈Ωπ ∈ C2kπ .
(i) La forme φg est de type réductif dans g∗ si et seulement si pour tout ξ ∈ Ωπ ,

λξ et µξ vérifient la condition suivante :

λξ = 0 ⇐⇒ µξ = 0.

(ii) La forme φg est de type réductif et unipotent dans g∗ si et seulement si

λξ = µξ = 0 pour tout ξ ∈ Ωπ (i.e φg est nulle).

(iii) La forme φg est fortement régulière dans g∗ si et seulement si λξ ̸= 0,
µξ ̸= 0 pour tout ξ ∈ Ωπ et

∏
ξ ̸=ξ′∈Ωπ

(λξµξ − λξ′µξ′ ) ̸= 0.

(iv) Supposons que φg est fortement régulière dans g∗ , alors :
gφg =

⊕
ξ∈Ωπ

C(λξX−ξ + µξXξ) ⊕ {h ∈ h | ξ(h) = 0, ξ ∈ Ωπ} est une sous-

algèbre de Cartan-Duflo de g.

(2) Si g = so(n), soient (ei,j)1≤i,j≤n la base canonique de gl(n) et φg la forme de
g∗ définie par : φg =

∑
1≤i≤[n

2
]

λi(e
∗
i,n−i+1 − e∗n−i+1,i), (λi)1≤i≤[n

2
] ∈ C[n

2
] . Alors,

(i) φg est de type réductif dans g∗ .
(ii) φg est fortement régulière dans g∗ si et seulement si

∏
1≤i<i′≤[n

2
]

(λ2i −λ2i′) ≠ 0,
et de plus, si n est impair, λi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ [n

2
].

(iii) φg est de type réductif et unipotent dans g∗ si et seulement si λi = 0,
1 ≤ i ≤ [n

2
].

(iv) Supposons que φg est fortement régulière dans g∗ , alors :
gφg =

⊕
1≤i≤[n

2
]

C(ei,n−i+1 − en−i+1,i) est une sous-algèbre de Cartan-Duflo de g.

Preuve. (1-i): Rappelons que la forme de Killing k est non dégénérée sur g .
Identifions g et g∗ au moyen de cette forme. Soit Xπ l’élément de g associé à φg .
Comme la base de g choisie ({Xα, α ∈ ∆; hα, α ∈ π}) est une base de Chevalley,
il existe un nombre c ̸= 0 tel que Xπ = c

∑
ξ∈Ωπ

(µξXξ + λξX−ξ) (voir [17] et [18]).
Alors φg est de type réductif dans g∗ si et seulement si Xπ est semi-simple. Or
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celui-ci est semi-simple si et seulement si pour tout ξ ∈ Ωπ , λξ et µξ vérifient la
condition λξ = 0 ⇐⇒ µξ = 0 .

(1-ii): Remarquons que
⊕

ξ∈Ωπ
C(λξX−ξ + µξXξ) ⊂ gφg . Compte tenu de (i) et de

la Remarque 2.10 , φg est de type réductif et unipotent dans g∗ si et seulement si
φg = 0 .

(1-iii): On suppose que g = sl(n) . Si Xπ n’est pas semi-simple, la forme φg n’est
pas de type réductif et donc n’est pas fortement régulière. Supposons que Xπ est
semi-simple, soit Cn =

⊕
1≤i≤r Vλi

, où Vλi
= {v ∈ Cn |Xπ.v = λiv, λi ∈ C} . Le

stabilisateur de φg dans g∗ s’identifie au centralisateur de Xπ dans g . Or, pour tout
y ∈ g , [y,Xπ] = 0 si et seulement si y.Vλi

⊂ Vλi
, 1 ≤ i ≤ r . Par conséquent, le

centralisateur de Xπ dans g est un tore si et seulement si dim(Vλi
) = 1, 1 ≤ i ≤ r ,

et puisque χ(g) = n − 1 , on en déduit que φg est fortement régulière dans g∗ si et
seulement si λξ ̸= 0 , µξ ̸= 0 , ξ ∈ Ωπ et

∏
ξ ̸=ξ′∈Ωπ

(λξµξ − λξ′µξ′ ) ̸= 0 .
De la même manière, on montre que: Si g = sp(2n) , φg est fortement régulière dans
g∗ si et seulement si λξ ̸= 0 , µξ ̸= 0 , ξ ∈ Ωπ et

∏
ξ ̸=ξ′∈Ωπ

(λξµξ − λξ′µξ′ ) ̸= 0 .

(1-iv): Supposons que φg est fortement régulière dans g∗ , nous recevons immedi-
atement

⊕
ξ∈Ωπ

C(λξX−ξ + µξXξ)⊕ {h ∈ h |ξ(h) = 0, ξ ∈ Ωπ} ⊆ gφg . D’autre part,
on vérifie que dim(

⊕
ξ∈Ωπ

C(λξX−ξ + µξXξ) ⊕ {h ∈ h | ξ(h) = 0, ξ ∈ Ωπ}) = dim h .
Le résultat s’en déduit du fait que dim gφg = χ(g) = dim h .

(2): Le résultat se démontre d’une manière analogue à celle de 1).

Remarque 3.10. Si g est une algèbre de Lie réductive, alors [g, g] est semi-simple,
z(g) est un tore commutatif et g = z(g) ⊕ [g, g] . Pour tout φ ∈ [g, g]∗ , soit φ̃ le
prolongement de φ par 0 sur z(g) , alors gφ̃ = z(g)⊕ [g, g]φ et φ̃ ∈ g∗fr (resp. g∗u) si
et seulement si φ ∈ [g, g]∗fr (resp. [g, g]∗u) . Si j est une sous-algèbre de Cartan-Duflo
de [g, g] , alors j⊕ z(g) est une sous-algèbre de Cartan-Duflo de g .
Dans toute la suite, si g est une algèbre de Lie réductive, on notera la forme φ̃[g,g]

par φg et on désignera par Jg une sous-algèbre de Cartan-Duflo de g .

4. Méandre

Soient a = (a1, . . . , am) et b = (b1, . . . , bt) deux compositions d’un entier n ∈ N× ,
on pose a0 = b0 = 0 . Pour tout 1 ≤ i ≤ m (resp. 1 ≤ j ≤ t), soient θi
(resp. θ

′
j ) l’involution de Ii = [a0 + · · · + ai−1 + 1, a0 + · · · + ai] ∩ N (resp. Jj =

[b0+· · ·+bj−1+1, b0+· · ·+bj]∩N) définie par θi(x) = 2(a0+· · ·+ai−1)+ai−x+1, x ∈ Ii
(resp. θ′

j(y) = 2(b0+· · ·+bj−1)+bj−y+1, y ∈ Jj ). Soient I = ∪1≤i≤mIi = ∪1≤j≤tJj =

[1, n] ∩ N . On associe à la paire (a, b) , les deux involutions θ = θa et θ′
= θb de

I telles que la restriction de θ (resp.θ′ ) à Ii (resp. Jj ) est égale à θi (resp. θ
′
j ),

1 ≤ i ≤ m (resp. 1 ≤ j ≤ t). Soit K =< θ, θ
′
> le groupe engendré par θ et θ′ , il

agit dans I .
On associe à la paire (a, b) un graphe noté Γ(a | b) et appelé méandre associé à
(a, b) , dont les sommets sont n points consécutifs situés sur une droite horizontale
D et numérotés 1, 2, . . . , n . Il est construit de la manière suivante: on relie par un
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arc au dessous (resp. au dessus) de la droite D toute paire de sommets distincts de
Γ(a | b) de la forme (x, θ(x)) (resp. (x, θ′

(x))), x ∈ I .

Exemple 4.1. Γ(2, 4, 3 | 5, 2, 2)=

Exemple 4.2. Γ(3, 6 | 6, 3)=

Remarque 4.3. (1) Soient 1 ≤ i ≤ m tel que ai > 1 et x, y ∈ Ii , on a :
(a) θ(x)− θ(y) = y − x .
(b) Supposons que x ≤ y , alors, pour tout z ∈ I , θ(z) ∈ [θ(y), θ(x)] si et

seulement si z ∈ [x, y] .

(2) Soient 1 ≤ j ≤ t tel que bj > 1 et x, y ∈ Jj , on a :
(a) θ

′
(x)− θ

′
(y) = y − x .

(b) Supposons que x ≤ y , alors, pour tout z ∈ I , θ′
(z) ∈ [θ

′
(y), θ

′
(x)] si et

seulement si z ∈ [x, y] .
Soit K0 =< θ

′
θ > , c’est un sous-groupe distingué et d’indice 2 du groupe fini K .

De plus K est le produit semi-direct de K0 par aussi bien le sous-groupe à deux
élément engendré par θ que par celui engendré par θ′ . Par suite, les éléments de K
sont de la forme θϵ(θ′

θ)e , ϵ ∈ {0, 1} et e ∈ [0, cardK0 − 1]∩Z . Pour tous x ∈ I , on
considère la suite (f l(x))l≥0 définie par f 2l(x) = (θ

′
θ)l(x) et f 2l+1(x) = θ(f 2l(x)) .

On a donc K.x = {f l(x), l ≥ 0} .

Définition 4.4. Si X est un sous-graphe de Γ(a | b) , on note SX l’ensemble des
sommets de Γ(a | b) appartenant à X.

Lemme 4.5. Un sous-graphe connexe X de Γ(a | b) en est une composante connexe
si et seulement si SX est une K-orbite.

Preuve. Il suffit de remarquer que deux sommets distincts x et y de I sont liés
par un arc si et seulement si y = θ(x) ou y = θ

′
(x) .

Définition 4.6. Une composante connexe X de Γ(a | b) est dite un cycle si tout
x ∈ SX est distinct de θ(x) et de θ′

(x) .
Une composante connexe X de Γ(a | b) est dite un segment si elle n’est pas un cycle
(i.e. il existe x ∈ SX vérifiant θ(x) = x ou θ

′
(x) = x).

Lemme 4.7. Soit X un cycle de Γ(a | b), on a :
(1) card(SX ∩ Ii) est pair, 1 ≤ i ≤ m.
(2) card(SX ∩ Jj) est pair, 1 ≤ j ≤ t.
(3) card(SX) est pair.

Preuve. (1) Résulte du fait que l’ensemble SX∩Ii est invariant par θ , 1 ≤ i ≤ m
et θ(x) ̸= x, x ∈ X .
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(2) De même, l’ensemble SX∩Jj est invariant par θ
′ , 1 ≤ j ≤ t et θ′

(x) ̸= x, x ∈ X .
(3) Les ensembles SX ∩ Ii, 1 ≤ i ≤ m (resp. SX ∩ Jj, 1 ≤ j ≤ t) sont deux à
deux disjoints, de plus, on a SX = ∪1≤i≤m(SX ∩ Ii) = ∪1≤j≤t(SX ∩ Jj) . D’où le
résultat.

Soient X une composante connexe de Γ(a, b) , x ∈ SX et S0 = K0.x , on a SX =
K.x = S0 ∪ θS0 . Soit k = cardS0 . Alors la transformation θ

′
θ|S0

est d’ordre k et,
de plus, on a soit S0 ∩ θS0 = ∅ , soit S0 = θS0 . Dans le second cas, X est un
segment. En effet, dans ce cas, il existe deux entiers 0 ≤ e ≤ e

′ ≤ k − 1 tel que
(θ

′
θ)e(x) = θ(θ

′
θ)e

′
(x) . En particulier, si on pose l = [ e+e

′−1
2

] , et y = (θ
′
θ)l(x) , on

voit alors que θ(y) = y , si e+e′ est pair, et θ′
θ(y) = θ(y) , si e+e′ est impair. De la

même manière, on montre que dans le premier cas, X est un cycle de cardinal 2k .

Corollaire 4.8. (Avec les notations précédentes) Soient X un cycle de Γ(a | b),
x ∈ SX et k ∈ N∗ tel que card(SX) = 2k . On a :
(1) Pour tout i ∈ N, f i(x) = x si et seulement si i ≡ 0[2k].
(2) Soient 0 ≤ i ≤ i

′ ≤ 2k − 1 et y ∈ SX tels que f i(x) = f i
′
(y), alors :

(i) Si i+ i
′ est impair, on a : f i+i

′
(x) = y et f i+i

′
(y) = x.

(ii) Si i+ i
′ est pair, on a : f 2k+i−i

′
(x) = y et f i

′−i(y) = x.

Lemme 4.9. Soient X un cycle de Γ(a | b) dont les sommets sont x1 < · · · < x2k .
On a :
(1) Pour tout l ≥ 0, il existe 1 ≤ i ≤ m et 1 ≤ j ≤ t tels que {f l(x1), f

l(x2)} ⊂
Ii ∩ Jj .

(2) Pour tout l ≥ 0,
(i) Aucun sommet de X n’est compris entre f l(x1) et f l(x2).
(ii) On a |f l(x1)− f l(x2)| = x2 − x1 ,
(iii) On a f l(x1) < f l(x2) si l est un entier pair, et f l(x2) < f l(x1) si l est un

entier impair.

Preuve. Comme x1 < x2 ≤ θ(x1) et x1 < x2 ≤ θ
′
(x1) , on voit alors que

l’assertion 1) est vérifiée pour l = 0 . Soit i > 0 , il résulte de la remarque 4.3
que s’il existe 1 ≤ r ≤ m et 1 ≤ j ≤ t tels que {f i(x1), f

i(x2)} ⊂ Ir ∩ Jj , alors,
l’assertion 2) est vérifiée pour l = i si et seulement si, elle est vérifiée pour l = i− 1
et pour l = i + 1 . D’autre part, s’il existe 1 ≤ j ̸= j

′ ≤ t tels que f i(x1) ∈ Jj et
f i(x2) ∈ Jj′ , on voit que θ′

f i(x1)− θ
′
f i(x2) et f i(x1)− f i(x2) sont de même signe.

De même, s’il existe 1 ≤ r ̸= r
′ ≤ m tels que f i(x1) ∈ Ir et f i(x2) ∈ Ir′ , alors

θf i(x1)− θf i(x2) et f i(x1)− f i(x2) sont de même signe, ce qui contredit l’assertion
2)iii). On en déduit alors, d’une part, que si 2) est vérifiée pour tout l ≥ 0 , alors 1)
est vérifiée pour tout l ≥ 0 , et d’autre part, que si 2) n’est pas vérifiée pour l = i ,
alors elle n’est vérifiée, ni pour l = i+ 1 , ni pour l = i− 1 si i > 0 . Or, l’assertion
2) est vérifiée pour l = 0 . D’où le résultat.

Corollaire 4.10. Soit X un cycle de Γ(a | b) dont les sommets sont x1 < · · · < x2k ,
alors pour tout 1 ≤ i ≤ k , l’ensemble {xi, xi+1} est de la forme {f l(x1), f

l(x2)} si



154 Bouhani

et seulement si, i est un entier impair. En particulier, si on pose r = x2 − x1 + 1,
alors, les sommets de X sont de la forme y1 < y1 + r − 1 < · · · < yk < yk + r − 1.

Définition 4.11. Soit X un cycle de Γ(a | b) dont les sommets sont x1 < · · · < x2k .
On appelle bout de X, un arc de Γ(a | b) joignant deux sommets de X de la forme
f l(x1) et f l(x2) , l ∈ N .
On appelle dimension de X, l’entier naturel x2 − x1 + 1 .

Définition 4.12. [12] Soit X un cycle de Γ(a | b) de dimension r dont les sommets
sont x1 < x1+r−1 < · · · < xk < xk+r−1 . Un cycle (resp. segment) Y de Γ(a | b)
est dit à l’intérieur de X s’il existe y ∈ SY et 1 ≤ i ≤ k tel que xi ≤ y ≤ xi+ r− 1 .
Un cycle X de Γ(a | b) est dit maximal s’il n’est pas à l’intérieur d’un autre cycle de
Γ(a | b) .
Par convention, un segment X qui n’est pas contenu dans un cycle est considéré
comme un cycle maximal de dimension 1.

Remarque 4.13. Soit X un cycle de Γ(a | b) de dimension r dont les sommets
sont x1 < x1 + r − 1 < · · · < xk < xk + r − 1 . Compte tenu du Lemme 4.9 et
du corollaire 4.10 , si Y est un cycle (resp. segment) de Γ(a | b) à l’intérieur de X ,
alors pour tout y∈SY , il existe 1 ≤ i ≤ k tel que xi ≤ y ≤ xi + r − 1 . De plus, on
a: dim(X) = 2 card{cycles se trouvant à l’intérieur} +card{segments se trouvant
à l’intérieur}+ 2 .

Lemme 4.14. Tout cycle de Γ(a | b) a exactement deux bouts.

Preuve. Soit Xun cycle de Γ(a | b) dont les sommets sont x1 < · · · < x2k . Si
k = 1 , il est clair qu’on a uniquement deux bouts disjoints qui relient x1 et x2 .
Supposons k > 1 , il existe alors 0 < i ≤ 2k − 1 tel que f i(x1) = x2 . Supposons que
i est pair, alors f 2k−i(x2) = x1 . Il résulte alors du Corollaire 4.3 que f 2k−i(x1) <
f 2k−i(x2) = x1 , ce qui est absurde, par suite i est impair. Soit s = i−1

2
, alors

f s+1(x1) = f s(x2) , d’où f s(x1) et f s(x2) sont liés par un bout. D’autre part,
f 2k+s+1(x1) = f s+1(f 2k(x1)) = f s+1(x1) = f s(x2) , ce qui implique que fk+s+1(x1) =
fk+s(x2) , d’où fk+s(x1) et fk+s(x2) sont liés par un bout. Pour montrer que les deux
bouts sont distincts, il suffit de montrer que {f s(x1), f

s(x2)} ̸= {f s+k(x1), f
s+k(x2)} .

Supposons que f s(x1) = f s+k(x1) , on a: Si k est pair, alors fk(x1) = x1 , ce qui
est absurde. Si k est impair, alors f 2s+k(x1) = x1 , d’où 2s + k ≡ 0[2k] , par suite
k ≡ 0[2] , ce qui est absurde.

Supposons que f s(x1) = f s+k(x2) , on a: Si k est pair, alors fk(x1) = x2 , par suite
k = 2s + 1 , ce qui est absurde. Si k est impair, alors f 2s+k(x1) = x2 , par suite
2s+ k ≡ 2s+ 1[2k] , d’où k = 1 , ce qui est absurde.

Donc les deux bouts de X sont disjoints. Réciproquement, soit 0 ≤ j ≤ 2k − 1
tel que f j(x1) et f j(x2) sont liés par un arc, alors, soit θ(f j(x1)) = f j(x2) , soit
θ
′
(f j(x1)) = f j(x2) , donc, soit f j+1(x1) = f j(x2) , soit f j−1(x1) = f j(x2) . Il résulte

du corollaire 4.8 qu’on a soit j ∈ {s, s+k} , soit j−1 ∈ {s, s+k} . Or, dans le second
cas, on remarque que {f j(x1), f

j(x2)} = {f j−1(x1), f
j−1(x2)} . Par suite, Γ(a | b)

admet uniquement deux bouts distincts. D’où le résultat.
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5. Sous-algèbres biparaboliques de gl(n)

Soit V un drapeau (croissant) de Cn , i.e une suite V = {V0 = {0} ( V1 ( · · · ( Vm =
Cn} de sous espaces de Cn , on lui associe la composition de n , aV = (a1, . . . , am)
où ai = dim(Vi/Vi−1) , la sous-algèbre de gl(n) qui stabilise V est une sous-algèbre
parabolique de gl(n) et on la notera par pV . Toutes les sous-algèbres paraboliques
de gl(n) sont ainsi obtenues. Soient V et V ′ deux drapeaux de Cn , les deux sous-
algèbres paraboliques pV et pV ′ de gl(n) sont dans la même GL(n)-orbite si et
seulement si aV = aV ′ .
Si W = {Cn = W0 ) W1 ) · · · ) Wt = {0}} est un drapeau décroissant de Cn , on
lui asssocie la composition de n , b = bW = (b1, . . . , bt) où bi = dimC(Wi−1/Wi) et
on notera encore pW la sous-algèbre de gl(n) qui le stabilise.

Définition 5.1. Un drapeau croissant V = {V0 = {0} ( V1 ( · · · ( Vm = Cn} et
un autre décroissant W = {Cn = W0 ) W1 ) · · · ) Wt = {0}} sont dits opposés, si
dim(Vi ∩Wj) = max(0, dimVi + dimWj − n) pour tout i, j .

Lemme 5.2. [5] Les deux sous-algèbres paraboliques pV et pW sont opposées si et
seulement si V etW sont des drapeaux opposés.

Définition 5.3. Soient V = {V0 = {0} ( V1 ( · · · ( Vm = Cn} et

W = {Cn = W0 ) W1 ) · · · ) Wt = {0}}

deux drapeaux opposés, la sous-algèbre de gl(n) qui les stabilise est alors une
sous-algèbre biparabolique de gl(n) qu’on notera qV,W et toutes les sous-algèbres
biparaboliques de gl(n) sont ainsi obtenues.

Soit e1, . . . , en la base canonique de Cn , à toute paire (a, b) , où a = (a1, . . . , am)
et b = (b1, . . . , bt) sont deux compositions de n , on associe le drapeau V = {V0 =
{0} ( V1 ( · · · ( Vm = Cn} où Vi =< e1, . . . , ea1+···+ai > , 1 ≤ i ≤ m , et le
drapeau W = {Cn = W0 ) W1 ) · · · ) Wt = {0}} où Wi =< eb1+···+bi+1, . . . , en > ,
1 ≤ i ≤ t − 1 . On vérifie que les drapeaux V et W sont opposés et on désigne par
q(a | b) la sous-algèbre qV,W .

Remarque 5.4. (i) Toute sous-algèbre biparabolique de gl(n) est conjuguée sous
GL(n) à une sous-algèbre q(a | b) , où a et b sont des compositions de n .

(ii) Pour toute composition a = (a1, . . . , am) de n, soit ã = (am, . . . , a1) . Les deux
sous-algèbres biparaboliques q(a | b) et q(b̃, ã) sont conjuguées par GL(n) .

(iii) q(a | b) = gl(n) si et seulement si a = b = (n) .

(iv) q(a | b) est une sous-algèbre parabolique de gl(n) si et seulement si a = (n) ou
b = (n) .

(v) q(a | b) est une sous-algèbres de Borel de gl(n) si et seulement si a = (n) et
b = (1, . . . , 1) ou b = (n) et a = (1, . . . , 1) .

(vi) q(a | b) est constituée des matrices de la forme suivante (Fig. 1).
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{
{

{

a1

a2

am

}
}b1
b2

}
bt

Figure 1: les matrices de q(a | b)

Remarque 5.5. Le centre d’une sous-algèbre biparabolique de gl(n) est un tore
commutatif inclus dans une sous-algèbre de Cartan de gl(n) .

Theorème 5.6. [14] Toute sous-algèbre biparabolique de gl(n) est quasi-réductive.

Soient a = (a1, . . . , am) et b = (b1, . . . , bt) deux compositions de n . On considère
le méandre Γ(a | b) , défini au paragraphe 4 , dit le méandre associé à q(a | b) ou
méandre de q(a | b) . Soient a0 = b0 = 0 , Ia = {i | 1 ≤ i ≤ m et ai ̸= 1} et
Ib = {i | 1 ≤ i ≤ t et bi ̸= 1} . Pour tout i ∈ Ia et 1 ≤ j ≤ [ai

2
] , soient di,j l’arc

au dessous de la ligne qui relie les deux points numérotés a0 + a1 + · · ·+ ai−1 + j et
a0+a1+· · ·+ai−j+1 et ∇′′

= {di,j , i ∈ Ia , 1 ≤ j ≤ [ai
2
]} . Aussi pour tout i ∈ Ib et

1 ≤ j ≤ [ bi
2
] , soient ci,j l’arc au dessus de la ligne qui relie les deux points numérotés

b0+ b1+ · · ·+ bi−1+ j et b0+ b1+ · · ·+ bi− j+1 et ∇′
= {ci,j , i ∈ Ib , 1 ≤ j ≤ [ bi

2
]} .

Soit q(a | b) une sous-algèbre biparabolique de gl(n) , où a = (a1, . . . , am) et b =
(b1, . . . , bt) sont deux compositions de n, alors qs(a | b) := q(a | b) ∩ sl(n) est une
sous-algèbre biparabolique de sl(n) et χ(qs(a | b)) = χ(q(a | b))− 1 . L’ensemble des
matrices diagonales de sl(n) est une sous-algèbre de Cartan de sl(n) , on la notera h .
Soit (ei,j)1≤i,j≤n la base canonique de gl(n) , (e∗i,j)1≤i,j≤n la base duale, ∆ le système
de racines de sl(n) relativement à h et π = {α1, . . . , αn−1} où αi = e∗i,i − e∗i+1,i+1 ,
1 ≤ i ≤ n − 1 , la base de ∆ de telle sorte que la sous-algèbre de Borel h ⊕ n+π
soit la sous-algèbre des matrices triangulaires supérieures de sl(n) . Il existe alors
π

′
, π

′′ ⊂ π tels que qs(a | b) = qπ′ ,π′′ .

Lemme 5.7. (Avec les notations précédentes) Soient q(a | b) une sous-algèbre
biparabolique de gl(n), où a = (a1, . . . , am) et b = (b1, . . . , bt) et π′

, π
′′ ⊂ π telle

que qs(a | b) = qπ′ ,π′′ , on a :
(1) L’ensemble ∇′ (resp. ∇′′

) est en bijection avec Ωπ′ (resp. Ωπ′′ ).
(2) kπ′ =

∑
1≤i≤t

[ bi
2
] et kπ′′ =

∑
1≤i≤m

[ai
2
].

Preuve. (1) Par convention, soit a
′
0 = b

′
0 = 0 . Pour i ∈ Ib , soient b

′
i =

b1 + · · · + bi et π′
i = {αb

′
i−1+1, . . . , αb

′
i−1} , pour i ∈ Ia , soient a

′
i = a1 + · · · + ai

et π′′
i = {αa

′
i−1+1, . . . , αa

′
i−1} . Alors on a :

(i) π
′
=

∪
i∈Ib

π
′
i et π′′

=
∪
i∈Ia

π
′′
i .
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(ii) Ωπ′ =
∪
i∈Ib

Ωπ
′
i
=

∪
i∈Ib

{ξi,j = αb
′
i−1+j + · · ·+ αb

′
i−j ; 1 ≤ j ≤ [ bi

2
] } .

(iii) Ωπ′′ =
∪
i∈Ia

Ωπ
′′
i
=

∪
i∈Ia

{ζi,j = αa
′
i−1+j + · · ·+ αa

′
i−j ; 1 ≤ j ≤ [ai

2
] } .

On en déduit alors que les deux applications ψ′ de ∇′ dans Ωπ′ : ci,j 7−→ ξi,j , i ∈ Ib ,
1 ≤ j ≤ [ bi

2
] et ψ′′ de ∇′′ dans Ωπ′′ : di,j 7−→ ζi,j , i ∈ Ia, 1 ≤ j ≤ [ai

2
] , sont deux

bijections.

(2) Par construction du méandre, on a : card(∇′
) =

∑
i∈Ib

[ bi
2
] =

∑
1≤i≤t

[ bi
2
] et card(∇′′

) =∑
i∈Ia

[ai
2
] =

∑
1≤i≤m

[ai
2
] , le résultat découle alors de (1).

Soient q = q(a | b) une sous-algèbre biparabolique de gl(n) , où a = (a1, . . . , am)
et b = (b1, . . . , bt) sont deux compositions de n , ∆ le système de racines de sl(n) ,
π = {α1, . . . , αn−1} une base de ∆ , et π

′
, π

′′ ⊂ π tels que qs(a | b) = qπ′ ,π′′ .
Supposons qu’il existe 1 ≤ i ≤ n − 1 tel que αi ∈ π

′ \ π′′ . Puisque toute racine
β ∈ ∆ s’écrit sous la forme β = k1,βα1 + · · · + kn−1,βαn−1 , ki,β ∈ {−1, 0, 1} , alors
la sous-algèbre de q engendrée par {Xβ ∈ q(a | b) ; ki,β = 1} est un idéal abélien
contenu dans le radical unipotent de q = q(a | b) , on le notera qi .
Soient Γ(a | b) le méandre de q(a | b) et C = {X1, X2, . . . , Xe} l’ensemble des
cycles maximaux de Γ(a | b) . Pour tout 1 ≤ i ≤ e , soient ri = dim(Xi) et
xi1 ≤ xi1 + ri − 1 ≤ xi2 ≤ xi2 + ri − 1 ≤ · · · ≤ xiki ≤ xiki + ri − 1 les sommets de Xi .
Pour 1 ≤ i ≤ e tel que ri > 1 , soient Ai

0 et Bi
0 les deux arcs de Γ(a | b) qui sont les

bouts du cycle Xi . Il existe alors 1 ≤ t, t
′ ≤ ki tels que les sommets xit et xit+ ri− 1

(resp.xi
t′
et xi

t′
+ ri − 1) soient reliées par Ai

0 (resp.Bi
0 ).

Pour 0 ≤ j ≤ [ ri
2
]−1 , soient Ai

j (resp. Bi
j ) l’arc de Γ(a | b) qui relie les points xit+ j

et xit + ri − 1− j (resp. xi
t′
+ j et xi

t′
+ ri − 1− j ),

ξij =

{
ψ

′
(Ai

j), si A
i
j ∈ ∇′

−ψ′′
(Ai

j), si A
i
j ∈ ∇′′ , ξ̃ij =

{
ψ

′
(Bi

j), si B
i
j ∈ ∇′

−ψ′′
(Bi

j), si B
i
j ∈ ∇′′

et Ωi = {ξij, ξ̃ij, 0 ≤ j ≤ [ ri
2
] − 1} . Pour 1 ≤ i ≤ e tel que ri = 1 , on convient que

Ωi = ∅ . Soient

Ω =
∪

1≤i≤e

Ωi ⊆ Ωπ′ ∪ (−Ωπ′′ ), Ω̃π′ = Ωπ′ \ Ω ∩ Ωπ′ , Ω̃π′′ = Ωπ′′ \ (−Ω) ∩ Ωπ′′ ,

et φ(a|b) =
∑
1≤i≤e

0≤j≤[
ri
2 ]−1

(xijX
∗
ξij
+ yijX

∗
ξ̃ij
) +

∑
ξ∈Ω̃

π
′

λξX
∗
ξ +

∑
ξ∈Ω̃

π
′′

µξX
∗
−ξ,

où ((xij, y
i
j) 1≤i≤e

0≤j≤[
ri
2 ]−1

, (λξ)ξ∈Ω̃
π
′ , (µξ)ξ∈Ω̃

π
′′ ∈ Ck

π
′+k

π
′′ .

Définition 5.8. On dira que φ(a|b) vérifie la propriété P si λξ ̸= 0, ξ ∈ Ω̃π
′ et

µξ ̸= 0, ξ ∈ Ω̃π′′ .
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Remarque 5.9. Nous distinguons les deux cas extrêmes :
(1) Supposons que a = b (i.e q(a | b) = ⊕1≤i≤mgl(ai)) , alors, Ω̃π′ = Ω̃π′′ = ∅ , pour

1 ≤ i ≤ m et 0 ≤ j ≤ [ai
2
]− 1 , on a ξ̃ij = −ξij , et par suite

φ(a|b) =
∑

1≤i≤m
0≤j≤[

ai
2 ]−1

(xijX
∗
ξij
+ yijX

∗
−ξij

).

De plus toutes les formes φ(a|b) vérifient P .
(2) Supposons a = (1, 1, . . . , 1) et b = n (i.e q(a | b) est une sous algèbre de Borel

de gl(n)) , alors, Ω̃π′ = Ωπ , Ω̃π′′ = Ω = ∅ , et φ(a|b) =
∑

ξ∈Ωπ

λξX
∗
ξ .

Exemple 5.10. Les arcs (Ai
j, B

i
j) 1≤i≤e

0≤j≤[
ri
2 ]−1

sont représentés en gras dans les figures

suivantes :

(1) Γ(1, 3, 10, 4 | 8, 9, 1)=

(2) Γ(8, 4 | 12)=

Lemme 5.11. Soient q(a | n) la sous-algèbre parabolique de gl(n) associée à la
paire (a, n), où a = (a1, a2, . . . , am) est une composition de n. Supposons a1 < n,
alors qa1 est un idéal abélien de q(a | n) formé par des éléments nilpotents. De plus
q(a | n) = gl(a1) ⊕ q

′ ⊕ qa1 , où q
′
= q(a2, . . . , am | n − a1) est une sous-algèbre

parabolique de gl(n−a1) . Soit φ le prolongement de φ(a|n)|qa1
par 0 sur gl(a1)⊕q

′ .
Supposons φ(a|n) vérifie P . Alors :
(1) L’orbite de φ dans q∗a1 est ouverte (i.e. q(a | n)φ ∩ qa1 = {0}).
(2) Si a1 ≤ [n

2
], on a :

(i) q(a | n)φ ≃ q(a2, . . . , am | n− 2a1, a1) ⊂ gl(n− a1).
(ii) φ(a|n)|q(a|n)φ

= φ(a2,...,am|n−2a1,a1) et φ(a2,...,am|n−2a1,a1) vérifie P.

(3) Si a1 > [n
2
], on a :

(i) q(a | n)φ ≃ q(2a1 − n, a2, . . . , am | a1) ⊂ gl(a1).
(ii) φ(a|n)|q(a|n)φ

= φ(2a1−n,a2,...,am|a1) et φ(2a1−n,a2,...,am|a1) vérifie P.

Preuve. (1) Identifions q∗a1 à l’ensemble des matrices Ma1,n−a1 . Le groupe de Lie
GL(a1)×GL(n−a1) agit naturellement sur Ma1,n−a1 : (A,D).U = AUD−1 , (A,D) ∈
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GL(a1)×GL(n− a1) et U ∈Ma1,n−a1 . Par restriction, le sous-groupe GL(a1)×Q
′ ,

où Q
′ est le sous-groupe parabolique d’algèbre de Lie q

′ , agit dans Ma1,n−a1 . Cette
action a une orbite ouverte dans Ma1,n−a1 formée par les matrices de rang maximal.
Or, il est clair que φ vu comme élément de Ma1,n−a1 est de rang maximal si et
seulement si, pour tout ξ ∈ Ω̃ tel que Xξ ∈ qa1 , on a λξ ̸= 0 .

Réciproquement, supposons que, pour tout ξ ∈ Ω̃ tel que Xξ ∈ qa1 , on a λξ ̸= 0 , on
vérifie que φ est dans l’orbite ouverte de GL(a1)×B0 , où B0 est la sous-groupe de
Borel de GL(n−a1) formé par les matrices triangulaires supérieures. En particulier,
si φ(a|n) vérifie P , alors l’orbite de φ dans q∗a1 est ouverte.

(2-i) Voir Figure 2 où la forme φ(a|n) est représentée en gras.

(2-ii) On reprend les notations du paragraphe 4, considérons Γ(a | n) le méandre
de q(a | n) , θ et θ′ les deux involutions de [1, n] ∩ N associés à la paire (a | n) ,
soient K =< θ, θ

′
> le groupe engendré par θ et θ′ , (f e(x))e≥0 la suite définie par

f 2e(x) = (θ
′
θ)e(x) et f 2e+1(x) = θ(f 2e(x)) , x ∈ [1, n] ∩ N .

Supposons 2a1 ≤ n . Soient θ̃ = θ(a2,...,am) et θ̃
′
= θ(a1,n−2a1) les deux involu-

tions associées à la paire (a2, . . . , ak | n − 2a1, a1) , vues comme des involutions de
[a1 + 1, n] ∩ N , K̃ = < θ̃, θ̃

′
> le groupe engendré par θ̃ et θ̃

′ . Le méandre
Γ(a2, . . . , am | n − 2a1, a1) est obtenu alors en reliant par un arc au dessous (resp.
au dessus) de la droite D, toute paire de sommets disjoints de la forme (x, θ̃(x))
(resp. (x, θ̃

′
(x))), x ∈ [a1 + 1, n] ∩ N . Remarquons que θ̃ est la restriction de

θ à [a1 + 1, n] ∩ N et que θ̃
′ vérifie: θ̃

′
(x) = θ

′
θθ

′
(x) si x ∈ [n − a1 + 1, n] et

θ̃
′
(x) = θ

′
(x) si x ∈ [a1 + 1, n − a1] . Par suite, pour tout x ∈ [a1 + 1, n] , on

a K.x ∩ [a1 + 1, n] = K̃.x . Il en résulte que pour toute composante connexe X
de Γ(a | n) , SX ∩ [a1 + 1, n] est l’ensemble des sommets d’une composante con-
nexe X ′ de Γ(a2, . . . , ak | n − 2a1, a1) . De plus, l’application Φ: X 7→ X

′ est une
bijection de l’ensemble des composantes connexes de Γ(a | n) sur l’ensemble des
composantes connexes de Γ(a2, . . . , ak | n− 2a1, a1) . Soit x ∈ [1, a1] , alors θ(x) = x
si et seulement si θ̃′

(θ
′
(x)) = θ

′
(x) , ce qui permet d’en déduire que X est un cy-

cle (resp. segment) de Γ(a | n) si et seulement si X ′ est un cycle (resp. segment)
de Γ(a2, . . . , ak | n − 2a1, a1) . En particulier Φ conserve le nombre de cycles et le
nombre de segments.

Soit X un cycle de Γ(a | n) tel que SX ∩ [1, a1] ̸= ∅ , d’après le Lemme 4.7,
card(SX ∩ [1, a1]) est pair. Soient SX ∩ [1, a1] = {x1, . . . , x2i} , on voit alors que les
sommets de X sont de la forme x1 < · · · < x2i < x2i+1 · · · ≤ θ

′
(x2i) < · · · < θ

′
(x1) ,

et les sommets de X ′ sont de la forme x2i+1 ≤ · · · ≤ θ
′
(x2i) < · · · < θ

′
(x1) . Soit

x2i+2 , le plus petit sommet de X ′ supérieur à x2i+1 , il résulte du corollaire 4.10 que
l’ensemble {x2i+1, x2i+2} est de la forme {f l(x1), f

l(x2)} . En particulier, Φ conserve
la dimension des cycles. Pour tout 1 ≤ j ≤ 2i , soient Cj (resp. Dj ) l’arc de X
reliant xj et θ(xj) (resp. xj et θ

′
(xj)) et C

′
j l’arc de Γ(a2, . . . , am | a1, n−2a1) reliant

θ
′
(xj) et θ

′
(θ(xj)) = θ̃

′
(θ

′
(xj)) . Soit 1 ≤ j ≤ 2i . Compte tenu de la Remarque 4.3 et

du fait que card(SX) est pair, l’ensemble {xj, θ(xj)} est de la forme {x2l−1, x2l)} si
et seulement s’il en est de même pour l’ensemble {θ′

(xj), θ
′
(θ(xj))} . En particulier,

pour tout 1 ≤ j ≤ 2i , Cj est un bout de X si et seulement si C ′
j est un bout de X ′ .
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Nous utilisons la notion suivantes dans les Figures 2–3 :

γ =


0

0
1 0

0

0

0
1

1
1

 ∈ gl(inf{a1, n− a1})

qa1

q
′

gl(a1)
{

a1{
a2

0

0

0

0

A

γAγ

γAγ

q(a1, . . . , am | n) q(a1, . . . , am | n)φ q(a2, . . . , am | n− 2a1, a1)

0

Figure 2: Réduction de q(a1, . . . , am | n) (cas1)

qa1

q
′

gl(a1)

0


a1

{
a2

A

γAγ

0

0

0

0

◃

A0

q(a1, . . . , am | n) q(a1, . . . , am | n)φ q(2a1 − n, a2, . . . , am | a1)

Figure 3: Réduction de q(a1, . . . , am | n) (cas2)

D’autre part, puisque xj ≤ a1 < θ
′
(xj) , il résulte alors du Lemme 4.9 que l’ensemble

{xj, θ
′
(xj)} n’est pas de la forme {f l(x1), f

l(x2)} . Par suite, pour tout 1 ≤ j ≤ 2i ,
l’arc Dj n’est pas un bout de X . On en déduit que Φ conserve les bouts de cycles.
Maintenant, pour tout 1 ≤ i ≤ [a1

2
] , soit Ai (resp. Bi ) l’arc de Γ(a | n) reliant i

et θ(i) (resp. i et θ′
(i))et A′

i l’arc de Γ(a2, . . . , am | n − 2a1, a1) reliant θ′
(i) et

θ
′
(θ(i)) , on pose ξi, ζi et ξ

′
i les racines associées respectivement aux arcs Ai, Bi et

A
′
i par les bijections définies dans la démonstrations du Lemme 5.7. On vérifie que

pour tout 1 ≤ i ≤ [a1
2
] , on a (voir Figure 2):

X∗
ζi |q(a|n)φ

= 0 et λX∗
−ξi |q(a|n)φ

= λX∗
ξ
′
i |q(a2,...,am|a1,n−2a1)

, λ ∈ C.

Comme, pour tout 1 ≤ i ≤ [a1
2
] , l’arc Ai est un bout d’un cycle de Γ(a | n) si

et seulement si l’arc A
′
i est un bout d’un cycle de Γ(a2, . . . , am | a1, n − 2a1) , on
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en déduit que φ(a|n)|q(a|n)φ
= φ(a2,...,am|n−2a1,a1) . D’autre part, comme, pour tout

1 ≤ i ≤ [a1
2
] , l’arc Bi n’est pas un bout d’un cycle de Γ(a | n) , alors ζi ∈ Ω̃π′ ,

1 ≤ i ≤ [a1
2
] . Par suite φ(a|n) vérifie P si et seulement si λζi ̸= 0 , 1 ≤ i ≤ [a1

2
] et

φ(a2,...,am|n−2a1,a1) vérifie P . En particulier, si φ(a|n) vérifie P , alors φ(a2,...,am|n−2a1,a1)

vérifie P . D’où le résultat.
(3-i) Voir Figure 3 où la forme φ(a|n) est représentée en gras.

(3-ii) Supposons 2a1 > n . Soient θ̃ = θ(2a1−n,a2...,am) et θ̃
′
= θa1 les deux involutions

de [1, a1] ∩ N associées à la paire (2a1 − n, a2 . . . , am | a1) , K̃ =< θ̃, θ̃
′
> le groupe

engendré par θ̃ et θ̃′ . Le méandre Γ(2a1 − n, a2 . . . , am | a1) est obtenu alors en
reliant par un arc au dessous (resp. au dessus) de la droite D, toute paire de sommets
disjoints de la forme (x, θ̃(x)) (resp. (x, θ̃

′
(x))), x ∈ [1, a1] ∩ N . Remarquons que

θ̃
′ est la restriction de θ à [1, a1] ∩ N et que θ̃ = θ̃

′
ρθ̃

′ , avec ρ(x) = θ
′
θθ

′
(x) si

x ∈ [1, n−a1] et ρ(x) = θ
′
(x) si x ∈ [n−a1+1, a1] . Par suite, pour tout x ∈ [1, a1] ,

on a K.x ∩ [1, a1] = K̃.x
Le résultat se démontre d’une manière analogue à (1) (voir Figure 3).

Theorème 5.12. Avec les notations précédentes, on a :
(i) φ(a|b) est de type réductif dans q∗(a | b) si et seulement si φ(a|b) vérifie P , ainsi

que pour tous 1 ≤ i ≤ e, 0 ≤ j ≤ [ ri
2
] − 1, xij et yij vérifient la condition

suivante: xij = 0 ⇐⇒ yij = 0.
(ii) φ(a|b) est de type réductif et unipotent dans q∗(a | b) si et seulement si, φ(a|b)

vérifie P , ainsi que xij = yij = 0, 1 ≤ i ≤ e, 0 ≤ j ≤ [ ri
2
] − 1. On notera une

telle forme par φ0
(a|b) .

(iii) φ(a|b) est u-équivalente à φ0
(a|b) si et seulement si elle vérifie P .

(iv) φ(a|b) est une forme fortement régulière dans q∗(a | b) si et seulement si φ(a|b)

vérifie P , ainsi que xij ̸= 0, yij ̸= 0, 0 ≤ j ≤ [ ri
2
]− 1 et∏

0≤j<j′≤[
ri
2
]−1(x

i
jy

i
j − xi

j′
yi
j′
) ̸= 0, 1 ≤ i ≤ e.

Preuve. Si q(a | b) = g , le résultat est clair d’après le Lemme 3.9. Supposons
alors que q(a | b) ( g et en plus qu’il existe 1 ≤ m

′ ≤ m et 1 ≤ t
′ ≤ t tels que

a1 + · · ·+ am′ = b1 + · · ·+ bt′ , alors
q(a | b) = q(a1, . . . , am′ | b1, . . . , bt′ )⊕ q(am′+1, . . . , am | bt′+1, . . . , bt)

et φ(a|b) = φ(a1,...,am′ |b1,...,bt′ )
+ φ(a

m
′
+1

,...,am|b
t
′
+1

,...,bt).

D’après le Lemme 2.15, φ(a|b) est fortement régulière dans q∗(a | b) si et seule-
ment si φ(a

m
′
+1

,...,am|b
t
′
+1

,...,bt) (resp.φ(a1,...,am′ |b1,...,bt′ )
) est fortement régulière dans

q(am′+1, . . . , am | bt′+1, . . . , bt)
∗ (resp. q∗(a1, . . . , am′ | b1, . . . , bt′ )). Quitte à échanger

a et b , on peut se ramener au cas a1 < b1 . Alors qa1 est un idéal abélien de
q(a | b) formé par des éléments nilpotents. De plus q(a | b) = gl(a1) ⊕ q

′ ⊕ qa1 , où
q
′
= q(a2, . . . , ar | b1−a1, b2, . . . , bt) est une sous-algèbre biparabolique de gl(n−a1) .

Soit φ le prolongement de φ(a|b)|qa1
par 0 sur q′ .

Le dual q∗a1 de qa1 s’identifie à l’espace vectoriel de matrices Ma1,b1−a1 . L’algèbre
de Lie gl(a1)× gl(b1 − a1) agit naturellement sur Ma1,b1−a1 : (A,D).U = DU −UA ,
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(A,D) ∈ gl(a1)× gl(b1 − a1) et U ∈ Ma1,b1−a1 . Soient p0 := q
′ ∩ gl(b1 − a1) qui est

une sous-algèbre parabolique de gl(b1 − a1) et

u := {(Xi,j)1≤i,j≤n ∈ q(a | b) | Xi,j = 0, 1 ≤ i ≤ b1}.

Alors u est un idéal de q(a | b) et l’action de q(a | b) dans q∗a1 passe au quotient
par u en l’action naturelle de la sous-algèbre gl(a1) × p0 de gl(a1) × gl(b1 − a1) .
Soit p := q(a | b) ∩ gl(b1) = gl(a1) ⊕ p0 ⊕ qa1 qui est une sous-algèbre parabolique
de gl(b1) . De plus qa1 est un idéal abélien de p formé par des éléments nilpotents.
Il résulte du Lemme 5.11 que si φ(a|b) vérifie P , l’orbite de φ(a|b)|qa1

dans q∗a1 est
ouverte.
Soient (e1, . . . , en) la base canonique de Cn , gl(b1) la sous-algèbre de gl(n) associée
à la base (e1, . . . , eb1) . Alors q(a | b)φ = pφ ⊕ u . Par suite le stabilisateur de φ dans
q(a | b) est isomorphe à la sous algèbre q(a′ | b′) , où :

a′ = (a2, . . . , am) et b′ = (b1 − 2a1, a1, b2, . . . , bt) si a1 ≤ [
b1
2
], et

a′ = (2a1 − b1, a2, . . . , am) et b′ = (a1, b2, . . . , bt) si a1 > [
b1
2
].

D’après le Lemme 5.11 et comme les formes X∗
−ξ, ξ ∈ Ωπ

′
1
et X∗

ξ , ξ ∈ Ωπ
′′
1

(voir
la définition de Ωπ

′
1
et Ωπ

′′
1

dans la démonstration du Lemme 5.7) s’annulent sur
u , cette réduction laisse stable la forme φ(a|b) , autrement dit, φ(a|b)|q(a′|b′)

= φ(a′|b′)

et φ(a′|b′) vérifie P . En appliquant le Lemme 2.17 avec a = qa1 , on déduit que
φ(a|b) ∈ q(a | b)∗fr (resp. q(a | b)∗red ∩ q(a | b)∗u ) si et seulement si φ(a′|b′) ∈ q(a′ | b′)∗fr
(resp. q(a′ | b′)∗red ∩ q(a′ | b′)∗u ). En répétant alors cette réduction, chaque cycle
maximal Xi se réduit au méandre qui correspond à gl(ri) (voir [12]). La sous-
algèbre q(a | b) se réduit alors à

∏e
i=1 gl(ri) , et donc la restriction de φ(a|b) sera

la forme ϕ :=
⊕e

i=1 φgl(ri) , où φgl(ri) est la forme de gl(ri)
∗ définie au Lemme 3.9.

D’après le Lemme 2.17, le Lemme 2.15 et le Lemme 3.9 on a :

(1) ϕ est fortement régulière dans
∏e

i=1 gl(ri)
∗ si et seulement si xij ̸= 0 , yij ̸= 0 ,

1 ≤ i ≤ e, 1 ≤ j ≤ [ ri
2
]− 1 et

∏
1≤j ̸=j′≤[

ri
2
]−1

(xijy
i
j − xi

j′
yi
j′
) ̸= 0, 1 ≤ i ≤ e .

(2) ϕ est de type réductif dans
∏e

i=1 gl(ri)
∗ si et seulement si, pour tous 1 ≤ i ≤ e ,

1 ≤ j ≤ [ ri
2
]− 1 , xij et yij vérifient la condition suivante : xij = 0 ⇐⇒ yij = 0 .

(3) ϕ est de type réductif et unipotent dans
∏e

i=1 gl(ri)
∗ si et seulement si nous

avons xij = yij = 0 , 1 ≤ i ≤ e, 1 ≤ j ≤ [ ri
2
]− 1 .

D’autre part, remarquons que φ(a|b) vérifie P si et seulement si, pour tout ξ ∈ Ω̃ tel
que Xξ ∈ qa1 , on a λξ ̸= 0 , et φ(a′|b′) vérifie P (voir figures 1 et 2). Or s’il existe
ξ dans Ω̃ tel que Xξ ∈ qa1 et λξ = 0 , la restriction de φ(a|b) à qa1 n’est plus dans
l’orbite ouverte de q∗a1 , ce qui contredit le fait que φ(a|b) soit de type réductif dans
q∗(a | b) . D’où φ(a|b) n’est, ni de type réductif et unipotent, ni fortement régulière.
Un raisonnement par récurrence sur la dimension de g implique alors que si φ(a|b)
ne vérifie pas P , elle n’est, ni de type réductif, ni fortement régulière.
(i), (ii) et (iv) se déduisent alors du Lemme 2.17.
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(iii) Si b
′ est une sous-algèbre coisotrope de type unipotent pour φ(a′ |b′ ) , alors

b = qa1 ⊕ b
′ est une sous-algèbre coisotrope de type unipotent pour φ(a|b) (voir

[6], I.20), par suite φ(a|b) est u-équivalente à φ0
(a|b) si et seulement si φ(a′ |b′ ) est u-

équivalente à φ0
(a′ |b′ ) . Un raisonnement par récurrence sur la dimension de g donne

le résultat.

Exemple 5.13. Nous donnons dans cet exemple la réduction de q(1, 3, 10, 4 | 8, 9, 1) .

Γ(1, 3, 10, 4 | 8, 9, 1)=

Γ(3, 10, 4 | 6, 1, 9, 1)=

Γ(10, 4 | 3, 1, 9, 1)=

Γ(4, 3, 4 | 1, 9, 1)=

Γ(2, 1, 3, 4 | 9, 1)=

Γ(1, 3, 4 | 5, 2, 1)=

Γ(3, 4 | 3, 1, 2, 1)= Γ(3, 2, 1 | 3, 2, 1)=

La sous-algèbre q(1, 3, 10, 4 | 8, 9, 1) se réduit à gl(3)⊕ gl(2)⊕ gl(1) .
On reprend les notations précédentes. En particulier X1, . . . , Xe sont les cycles max-
imaux du méandre Γ(a | b) et r1, . . . , re est la suite de leurs dimensions respectives
(voir définition 4.12). Pour 1 ≤ i ≤ e , soit

xi1 ≤ xi1 + ri − 1 < xi2 ≤ xi2 + ri − 1 < · · · < xiki ≤ xiki + ri − 1,

la suite des sommets du cycle Xi rangés dans l’ordre croissant. Supposons que
ki > 1 , deux sommets de Xi sont dits liés, s’ils sont reliés par un arc de Γ(a | b) . Si
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ri > 1 , alors chaque sommet de Xi est lié à deux autres sommets (resp. un autre
sommet) si ki > 2 (resp. ki = 2). Si ri = 1 , Xi est donc un segment, chaque
sommet de Xi est lié à deux autres sommets, sauf les deux sommets qui représentent
les extrémités de Xi , où chacun d’eux est lié seulement à un autre sommet.
Nous ordonnons les sommets de Xi de la manière suivante:
(1) Si ri > 1 , on écrit les sommets du cycle Xi comme la suite xi1, . . . , xiki , x̃

i
ki
, . . . , x̃i1

de sorte que:
∗ Le sommet xi1 est placé à gauche du sommet xiki .
∗ Les sommets xi1 et xi1+ ri−1 (resp. xiki et x

i
ki
+(−1)ki+1(ri−1)) sont reliés

par un bout de Xi .
∗ Les sommets xij et xij−1 sont liés pour 2 ≤ j ≤ ki .
∗ x̃ij = xij + (−1)j−1(ri − 1) , 1 ≤ j ≤ ki .

(2) Si ri = 1 , on écrit les sommets du cycle Xi comme la suite xi1, . . . , xiki de sorte
que:
∗ Le sommet xi1 est placé à gauche du sommet xiki .
∗ xi1 et xiki sont les extrémités de Xi .
∗ Les sommets xij et xij−1 sont liés pour 2 ≤ j ≤ ki .

Ce procédé revient à ranger les sommets du cycle Xi dans l’ordre où on les rencontre
en parcourant le cycle toujours dans le même sens, partant du sommet xi1 en direction
du sommet xiki puis, si ri > 1 , revenant au sommet xi1 .

Exemple 5.14.

Γ(8, 4 | 12)= x̃2 x2 x1 x̃1 x3 x̃3

Γ(3, 2, 2|2, 5)= x2 x3 x6 x7 x5x1 x4

À chaque cycle Xi du méandre Γ(a, b) , on associe un plongement ψi du produit
tensoriel Cri⊗Cki dans Cn : si on désigne par e1, . . . , en (resp.f1, . . . , fri , g1, . . . , gki )
la base canonique de Cn (resp.Cri ,Cki ), le plongement ψi est donné par ψi(fu⊗gv) =
exv+(−1)v−1(u−1) , 1 ≤ u ≤ ri, 1 ≤ v ≤ ki . On a alors Cn = ⊕16i6e Im(ψi) . Pour tout
1 6 i 6 e , gl(ri) agit dans Im(ψi) de la manière suivante : x.(fu ⊗ gv) = x.fu ⊗ gv ,
1 ≤ u ≤ ri, 1 ≤ v ≤ ki , et il agit trivialement dans Im(ψj) pour j ̸= i . Cette
construction permet d’identifier

∏e
i=1 gl(ri) à une sous-algèbre de q(a | b) . De ce

qui précède, on déduit le Théorème suivant :

Theorème 5.15. Avec les notations précédentes, on a :
(1) J(a | b) :=

∏e
i=1 Jgl(ri) est une sous-algèbre de Cartan-Duflo de q(a | b).

(2) χ(q(a | b)) =
∑

1≤i≤e

dim(Jgl(ri)) = 2×(nombre de cycles)+ nombre de segments.

(3) r(a | b) :=
∏e

i=1 gl(ri) est une sous-algèbre réductive canonique de q(a | b)
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Exemple 5.16. On reprend l’Exemple 5.13 . Une forme de type réductif et unipo-
tent de q∗(1, 3, 10, 4 | 8, 9, 1) est donnée par: φ0

(8,9,1|1,3,10,4) = e∗5,14 + e∗6,13 + e∗7,12 +
e∗8,11 + e∗15,18 + e∗8,1 + e∗7,2 + e∗6,3 + e∗5,4 + e∗17,9 + e∗16,10 + e∗15,11 .
Considérons les matrices :

a 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 A 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 γAγ 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 a 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 B 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 a 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 A 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 a 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 γBγ 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 a


(∗)

où a ∈ C = gl(1) , A ∈ gl(3) et B ∈ gl(2) . L’algèbre de Lie r constituée des matrices
de la forme (∗) est une sous-algèbre réductive canonique de q(1, 3, 10, 4 | 8, 9, 1) . La
sous-algèbre de r constituée des matrices pour lesquelles A et B sont diagonales est
une sous-algèbre de Cartan-Duflo de q(1, 3, 10, 4 | 8, 9, 1) .

Dans ce paragraphe, nous redémontrons le Théorème 3.7 dans le cas sl(n) . Soit

kimp = |{1 ≤ i ≤ m : ai est impair}|+ |{1 ≤ j ≤ t : bj est impair}|

et kimp
r = |{1 ≤ i ≤ e : ri est impair}|.

Puisque
∑

1≤i≤m ai =
∑

1≤j≤t bj = n , l’entier kimp est alors pair. À chaque i (resp.j )
tel que ai (resp. bj ) est un entier impair correspond un point fixe de θ (resp. θ′ ).
Or, les extrémités des segments correpondent exactement aux points fixes de θ et θ′ ,
ce qui permet de conclure que le nombre de segments de Γ(a | b) est égal à 1

2
kimp .

D’autre part, si Xi est un cycle maximal de Γ(a | b) de dimension ri , alors ri est
impair si et seulement si Xi est un segment ou Xi contient un segment à l’intérieur.
Remarquons que chaque point fixe à l’intérieur d’un cycle est nécessairement situé à
l’intérieur d’un bout de ce cycle.
Comme chaque cycle a uniquement deux bouts, il résulte que si ri est impair et est
supérieur à 1 , le cycle Xi contient exactement un segment. Par suite, le nombre de
segments de Γ(a | b) est égal aussi à kimp

r . On a donc:
1

2
kimp = kimp

r

Soient π′
, π

′′ ⊂ π , telles que qs(a | b) = qπ′ ,π′′ , D’après le Lemme 5.7 (2), on a:

kπ′ + kπ′′ =
∑
1≤j≤t

[
bj
2
] +

∑
1≤i≤m

[
ai
2
] = n− 1

2
kimp = n− kimp

r

Soit (ei,j)1≤i,j≤n la base canonique de gl(n) , {Xj}
1≤j≤

e∑
i=1

[
ri+1

2
]
l’ensemble des com-

posantes connexes de Γ(a | b) et xj1 < · · · < xjkj les sommets de Xj , 1 ≤ j ≤
e∑

i=1

[ ri+1
2

] .
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Alors ∩ξ∈Ω
π
′∪Ω

π
′′ ker(ξ) =< exj

1,x
j
1
+ · · ·+ exj

kj
,xj

kj

, 1 ≤ j ≤
e∑

i=1

[ ri+1
2

] > . D’où:

dim(Eπ′ ,π′′ ) = n−
e∑

i=1

[
ri + 1

2
], et enfin

(n− 1)− dim(Eπ
′
,π

′′ ) + kπ′ + kπ′′ − dim(Eπ
′
,π

′′ ) = 2
e∑

i=1

[
ri + 1

2
]− kimp

r − 1 =

=
e∑

i=1

ri − 1 = χ(q(a | b))− 1 = χ(qs(a | b))

Corollaire 5.17. (1) La sous-algèbre qs(a | b) de sl(n) est une sous-algèbre de
Frobenius si et seulement si Γ(a | b) est un seul segment.

(2) Supposons que qs(a | b) = qπ′ ,π′′ est une algèbre de Frobenius, alors la forme

φ(a|b) =
∑
ξ∈Ω

π
′

λξX
∗
ξ +

∑
ξ∈Ω

π
′′

µξX
∗
−ξ

est régulière, donc fortement régulière et de type réductif et unipotent de qs(a | b)∗
si et seulement si λξ ̸= 0, ξ ∈ Ωπ′ et µξ ̸= 0, ξ ∈ Ωπ′′ .

Exemple 5.18. Soient qs(3, 2, 2|2, 5) et Γ(3, 2, 2|2, 5)=

Alors χ(qs(3, 2, 2|2, 5)) = 0 , φ(3,2,2|2,5) = e∗1,2+e
∗
3,7+e

∗
4,6+e

∗
7,6+e

∗
5,4+e

∗
3,1 , est fortement

régulière et est de type réductif et unipotent de qs(3, 2, 2|2, 5)∗ . Elle est représentée
en gras dans la figure suivante:

qs(3, 2, 2|2, 5) =



⋆ ⋆ 0 0 0 0 0
⋆ ⋆ 0 0 0 0 0
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆
0 0 0 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆
0 0 0 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆
0 0 0 0 0 ⋆ ⋆
0 0 0 0 0 ⋆ ⋆


.

6. Sous algebres biparaboliques de sp(2n)

Soit γ la matrice introduite dans la démonstration du Lemme 5.11 et B une forme
bilinéaire symplectique dont la matrice dans la base canonique de C2n est donnée
par:

B =

(
0 γ
−γ 0

)
Soit Sp(2n) = {g ∈ GL(2n) | tgBg = B} , le sous-groupe de GL(2n) qui laisse B
invariante, et sp(2n) son algèbre de Lie. Alors :

sp(2n) =

{(
A B
C D

)
∈ gl(2n) ; D = −Ǎ, B = B̌ et C = Č.

}
où Ǎ = γ(tA)γ est la transposée de A par rapport à l’antidiagonale.
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Soit V = {V0 = {0} ( V1 ( · · · ( Vm} un drapeau (croissant) de sous-espaces
totalement isotropes de C2n , on lui associe la suite aV = (a1, . . . , am) où ai =
dim(Vi/Vi−1) , alors

∑
1≤i≤m ai = dim(Vm) ≤ n . La sous-algèbre de sp(2n) qui le

stabilise est une sous-algèbre parabolique de sp(2n) et on la notera pV . Les sous-
algèbres paraboliques de sp(2n) sont toutes ainsi obtenues. Soient V et V ′ deux
drapeaux de C2n , les deux-sous algèbres paraboliques pV et pV ′ de sp(2n) sont dans
la même classe de conjugaison sous Sp(2n) si et seulement si aV = aV ′ .
De même, si W = {W0 ) W1 ) · · · ) Wt = {0}} est un drapeau décroissant de sous-
espaces totalement isotropes de C2n , on lui asssocie la suite b = bW = (b1, . . . , bt) où
bi = dimC(Wt−i/Wt−i+1) et on notera pW la sous algèbre parabolique qui le stabilise.

Définition 6.1. Un drapeau croissant de sous-espaces totalement isotropes V =
{V0 = {0} ( V1 ( · · · ( Vm = Cn} et un autre drapeau décroissant de sous-espaces
totalement isotrope W = {Cn = W0 ) W1 ) · · · ) Wt = {0}} sont dits opposés, si
dim(Vi ∩W⊥

j ) = max(0, dimVi − dimWj) pour tout i, j .

Remarque 6.2. La condition dim(Vi∩W⊥
j ) = max(0, dimVi−dimWj) entraîne en

particulier Vi ∩Wj = 0 pour tout i, j .

Lemme 6.3. [5] Les deux sous-algèbres paraboliques pV et pW sont opposées si et
seulement si V etW sont des drapeaux opposés.

Définition 6.4. Soient V = {V0 = {0} ( V1 ( · · · ( Vm = Cn} et

W = {Cn = W0 ) W1 ) · · · ) Wt = {0}}

deux drapeaux de sous-espaces totalement isotropes opposés, la sous algèbre de
sp(2n) qui les stabilise est une sous algèbre biparabolique de sp(2n) qu’on notera
qV,W et les sous-algèbres biparaboliques de sp(2n) sont toutes ainsi obtenues.
Soit e1, . . . , en, fn, . . . , f1 la base canonique de C2n . Pour toute paire de suites (a, b)
où a = (a1, . . . , am) et b = (b1, . . . , bt) vérifiant a1+ · · ·+am ≤ n et b1+ · · ·+bt ≤ n ,
on associe la paire de drapeaux (V ,W) où V = {V0 = {0} ( V1 ( · · · ( Vm} et
W = {W0 ) W1 ) · · · ) Wt = {0}} , avec Vi =< e1, . . . , ea1+···+ai > , 1 ≤ i ≤ m et
Wj =< f1, . . . , fbt+···+bj+1

> , 0 ≤ j ≤ t − 1 . On vérifie que les drapeaux V et W
sont opposés et on désigne par qn(a | b) la sous-algèbre qV,W .

Remarque 6.5. (i) Toute sous-algèbre biparabolique de sp(2n) est conjuguée sous
Sp(2n) à une sous-algèbres qn(a | b) , où a et b sont chacune une composition
d’un entier naturel inférieur ou égal à n .

(ii) Pour toute suite a = (a1, . . . , am) , soit ã = (am, . . . , a1) . Les deux sous-algèbres
biparaboliques qn(a | b) et qn(b̃ | ã) de sp(2n) sont conjuguées par Sp(2n) .

(iii) qn(a | b) = sp(2n) si et seulement si a = b = ∅ .
(iv) qn(a | b) est une sous-algèbre parabolique de sp(2n) si et seulement si a = ∅

ou b = ∅ .
(v) qn(a | b) est une sous-algèbre de Borel de sp(2n) si et seulement si a = ∅ et

b = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

) ou b = ∅ et a = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

) .

(vi) qn(a | b) est constituée des matrices symplectiques, voir Figure 4.



168 Bouhani

{{

{{
a1

a2

a1

a2

}}b1
b2

}
}b2
b1

Figure 4: les matrices de qn(a | b)

Theorème 6.6. [14] Toute sous-algèbre biparabolique de sp(2n) est quasi-réductive.

Soient a = (a1, . . . , am) et b = (b1, . . . , bt) deux compositions telles que sa :=
a1 + · · ·+ am ≤ n et sb := b1 + · · ·+ bt ≤ n . Soit

Γn(a | b) := Γ(a1, . . . , am, 2(n− sa), am, . . . , a1 | b1, . . . , bt, 2(n− sb), bt, . . . , b1),

on dira que Γn(a | b) est le méandre associé à qn(a | b) ou méandre de qn(a | b) .
Soient D′ la droite verticale passant par le milieu des deux points numérotés n et
n+ 1 et σ la symétrie par rapport à D′ , alors Γn(a | b) est invariant par σ .
Soient a0 = b0 = 0 , Ia = {1 ≤ i ≤ m ; ai ̸= 1 } et Ib = {1 ≤ i ≤ t ; bi ̸= 1 } .
Pour tout i ∈ Ia et 1 ≤ j ≤ [ai

2
] , on note c̃i,j := (ci,j, σ(ci,j)) la paire d’arcs situés

au dessous de D et symétriques par rapport à D′ , où ci,j est l’arc qui relie les deux
points numérotés a0 + a1 + · · · + ai−1 + j et a0 + a1 + · · · + ai − j + 1 , σ(ci,j) est
alors l’arc qui relie les deux points numérotés 2n− (a0 + a1 + · · ·+ ai−1 + j) + 1 et
2n− (a0 + a1 + · · ·+ ai − j) .
Pour sa + 1 ≤ j ≤ n , on note ca,j l’arc situé au dessous de D et reliant les deux
points numérotés j et 2n− j + 1 , il est invariant par σ . Soient

∇1 = {c̃i,j ; i ∈ Ia, 1 ≤ j ≤ [
ai
2
]}, ∇2 = {ca,j ; sa + 1 ≤ j ≤ n}

et ∇′′
= ∇1∪∇2 . De même, on définit les ensembles suivants d’arcs situés au dessus

de D: ∇−1 = {d̃i,j ; i ∈ Ib, 1 ≤ j ≤ [ bi
2
] } , l’ensemble des paires d’arcs symétriques

par rapport à D′ , ∇−2 = {db,j ; sb + 1 ≤ i ≤ n} , l’ensemble d’arcs invariants par σ
et ∇′

= ∇−1 ∪∇−2 .
Soit τ la symétrie par rapport à D . Si X est un cycle (resp. segment), on distingue
trois cas :
• σ(X) ̸= X , X est appelé cycle (resp. segment) linéaire. Dans ce cas, σ(X) est
aussi un cycle (resp. segment) linéaire, dim(X) = dim(σ(X)) et les sommets de
X sont situés d’un côté de D

′ . On note X̃ = (X, σ(X)) la paire de cycles (resp.
segments) linéaires contenant le cycle (resp. segment) linéaire X dont les sommets
sont inclus dans {1, . . . , n} .
• σ(X) = X et τ(X) ̸= X , X est appelé cycle (resp. segment) orthogonal.
• σ(X) = X et τ(X) = X , X est appelé cycle symplectique.
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Remarque 6.7. (1) Si X est un cycle orthogonal, les deux bouts de X sont
symétriques par rapport à D′ .
(2) Si n−max(sa, sb) = 0 , on n’a aucun cycle symplectique et si n−max(sa, sb) ̸= 0 ,
on a un seul cycle symplectique maximal de dimension 2(n−max(sa, sb)) .

Remarque 6.8. (1) Le méandre de sp(2n) contient exactement n cycles symplec-
tiques dont un unique cycle maximal de dimension 2n.
(2) Le méandre d’une sous algèbre parabolique qn(a,∅) de sp(2n) , où a =
(a1, . . . , am) , contient m cycles maximaux orthogonaux de dimensions respectives
a1, . . . , am et, éventuellement, un cycle maximal symplectique de dimension 2(n−sa) .

Exemple 6.9. Soit q2(∅ | ∅) = sp(4) , alors Γ2(∅ | ∅) est un cycle central
symplectique de dimension 4.

Γ2(∅ | ∅) =

Exemple 6.10. Soit q4(2, 1 | ∅) une-sous algèbre parabolique de sp(8) , alors
Γ4(∅|2, 1) contient deux cycles centraux orthogonaux de dimension 1 et 2, et un
cycle central symplectique de dimension 2.

Γ4(2, 1 | ∅) =

Exemple 6.11. Soit q8(2, 5 | 1, 4) ⊂ sp(16) , alors Γ8(2, 5 | 1, 4) contient une paire
de cycles linéaires de dimension 1, un cycle central orthogonal de dimension 2 et un
cycle central symplectique de dimension 2.

Γ8(2, 5 | 1, 4) =

Dans toute la suite, on désigne par h la sous-algèbre de sp(2n) constituées des
matrices diagonales, c’est une sous-algèbre de Cartan de sp(2n) . Soient (ei,j)1≤i,j≤2n

la base canonique de gl(2n) , ∆ le système de racine de sp(2n) relativement à h et
π = {α1, . . . , αn} , où αi = e∗i,i − e∗i+1,i+1 pour tout 1 ≤ i ≤ n − 1 et αn = 2e∗n,n ,
la base de ∆ de telle sorte que la sous-algèbre de Borel h ⊕ n+π correspond à la
sous-algèbre des matrices triangulaires supérieures de sp(2n) .
Si q = qn(a | b) est une sous-algèbre biparabolique de sp(2n) , il existe alors
π

′
, π

′′ ⊂ π telles que q = qπ′ ,π′′ . Toute racine β ∈ ∆ s’écrit sous la forme
β = k1,βα1 + · · ·+ kn,βαn , avec ki,β ∈ {−2,−1, 0, 1, 2} .
Supposons qu’il existe 1 ≤ i ≤ n tel que αi ∈ π

′ \ π′′ , alors q = qi(0)⊕ qi(1)⊕ qi(2)
où qi(0) = h⊕ < Xβ ∈ q | ki,β = 0 > , qi(1) =< Xβ ∈ q | ki,β = 1 > et
qi(2) =< Xβ ∈ q | ki,β = 2 > . De plus la décomposition q = qi(0)⊕ qi(1)⊕ qi(2) est
une trois graduation de q .
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Lemme 6.12. (Avec les notations précédentes.) Soient qn(a | b) une sous-algèbre
biparabolique de sp(2n), où a = (a1, . . . , am) et b = (b1, . . . , bt) et π′

, π
′′ ⊂ π telles

que qn(a | b) = qπ′ ,π′′ , on a:

(1) L’ensemble ∇′ (resp. ∇′′
) est en bijection avec Ωπ′ (resp. Ωπ′′ ).

(2) kπ′ = n− sb +
∑

1≤i≤t

[ bi
2
] et kπ′′ = n− sa +

∑
1≤i≤m

[ai
2
].

Preuve. (1) Pour tout i ∈ Ib , soient b
′
i = b1 + · · ·+ bi , π

′
i = {αb

′
i−1+1, . . . , αb

′
i−1}

et π
′

b = {αsb+1, . . . , αn} . Pour tout i ∈ Ia , soient a
′
i = a1 + · · · + ai , π

′′
i =

{αa
′
i−1+1, . . . , αa

′
i−1} et π′′

a = {αsa+1, . . . , αn} . Soit par convention, a′
0 = b

′
0 = 0 .

Alors, on a:
(i) π

′
=

∪
i∈Ib

π
′

i ∪ π
′

b et π
′′
=

∪
i∈Ia

π
′′

i ∪ π
′′

a .

(ii) Ωπ′ =
∪
i∈Ib

Ωπ
′
i
∪ Ωπ

′
b
=

∪
i∈Ib

{ξi,j = αb
′
i−1+j + · · ·+ αb

′
i−j ; 1 ≤ j ≤ [

bi
2
]}∪

∪{ξb,j = 2αj + . . .+ 2αn−1 + αn ; sb + 1 ≤ j ≤ n}.

(iii) Ωπ′′ =
∪
i∈Ia

Ωπ
′′
i
∪ Ωπ′′

a
=

∪
i∈Ia

{ ζi,j = αa
′
i−1+j + · · ·+ αa

′
i−j ;

1 ≤ j ≤ [
ai
2
] } ∪ {ζa,j = 2αj + . . .+ 2αn−1 + αn ; sa + 1 ≤ j ≤ n}.

On en déduit alors que:

l’application ψ
′ de ∇′ dans Ωπ′ :

{
d̃i,j 7−→ ξi,j, i ∈ Ib , 1 ≤ j ≤ [ bi

2
]

db,j 7−→ ξb,j, sb + 1 ≤ j ≤ n

et l’application ψ
′′ de ∇′′ dans Ωπ′′ :

{
c̃i,j 7−→ ζi,j, i ∈ Ia , 1 ≤ j ≤ [ai

2
]

ca,j 7−→ ζa,j, sa + 1 ≤ j ≤ n

sont deux bijections.

(2) Par définition, on a :

card(∇′
) = card(∇−2) + card(∇−1) = n− sb +

∑
1≤i≤t, bi ̸=1

[
bi
2
] = n− sb +

∑
1≤i≤t

[
bi
2
],

card(∇′′
) = card(∇2) + card(∇1) = n− sa +

∑
1≤i≤m, ai ̸=1

[
ai
2
] = n− sa +

∑
1≤i≤m

[
ai
2
]

Le résultat découle alors de (1).

Soient qn(a, b) une sous-algèbre biparabolique de sp(2n) , π
′
, π

′′ ⊂ π tels que
qn(a, b) = qπ′

,π
′′ et Γn(a, b) le méandre associé. Rappelons que chaque paire de

cycles linéaires X̃ s’écrit de la forme X̃ = (X, σ(X)) , où X est un cycle linéaire
dont les sommets sont dans l’intervalle [1, n] . De plus X est maximal si et seulement
si σ(X) est maximal. On définit les ensembles suivants:

(a) {X̃1, . . . , X̃e} : l’ensemble des paires de cycles maximaux linéaires.



Bouhani 171

(b) Le singleton {Xe+1} constitué de l’unique cycle maximal symplectique de di-
mension 2(n−max(sa, sb)) si n > max(sa, sb) , et on convient que Xe+1 = ∅ si
n = max(sa, sb) .

(c) {Xe+2, . . . , Xe′} : l’ensemble des cycles maximaux orthogonaux.

Pour tout 1 ≤ i ≤ e
′ , soit ri la dimension du cycle maximal Xi . On pose

xi1 ≤ xi1 + ri − 1 < xi2 ≤ xi2 + ri − 1 < · · · < xiki ≤ xiki + ri − 1 les sommets de Xi .
Pour 1 ≤ i ≤ e tel que ri > 1 , soient Ai

0 , Bi
0 les arcs de Γn(a, b) qui sont les bouts

du cycle Xi et xit , xit′ les deux sommets du cycle Xi tels que xit et xit+ ri− 1 (resp.
xi
t′
et xi

t′
+ ri − 1) soient reliés par Ai

0 (resp.Bi
0 ). Pour tout 0 ≤ j ≤ [ ri

2
]− 1 , soient

Ãi
j = (Ai

j, σ(A
i
j)) , B̃i

j = (Bi
j, σ(B

i
j)) les paires d’arcs symétriques de Γn(a | b) où

Ai
j (resp. Bi

j ) est l’arc de Γn(a | b) qui relie les points xit + j et xit + ri − 1 − j
(resp.xi

t′
+ j et xi

t′
+ ri − 1− j ),

ξij =

{
ψ

′
(Ãi

j), si Ã
i
j ∈ ∇′

−ψ′′
(Ãi

j), si Ã
i
j ∈ ∇′′ , ξ̃ij =

{
ψ

′
(B̃i

j), si B̃
i
j ∈ ∇′

−ψ′′
(B̃i

j), si B̃
i
j ∈ ∇′′

et Ωi = {ξij, ξ̃ij, 0 ≤ j ≤ [ ri
2
]− 1} .

Pour e+2 ≤ i ≤ e
′ tel que ri > 1 , soient C̃i

0 = (Ci
0, σ(C

i
0)) la paire d’arcs symétriques

de Γn(a | b) qui sont les bouts du cycle Xi . L’arc Ci
0 relie deux sommets du cycle Xi

qu’on notera xis et xis + ri − 1 . Pour tout 0 ≤ j ≤ [ ri
2
]− 1 , soient C̃i

j = (Ci
j, σ(C

i
j)) ,

où Ci
j est l’arc de Γn(a | b) qui relie les points xis + j et xis + ri − 1− j ,

ξij =

{
ψ

′
(C̃i

j), si C̃
i
j ∈ ∇′

−ψ′′
(C̃i

j), si C̃
i
j ∈ ∇′′ et Ωi = {ξij, 0 ≤ j ≤ [

ri
2
]− 1}.

Si re+1 = 2(n−max(sa, sb)) > 1 , le cycle symplectique Xe+1 possède seulement deux
sommets à savoir : les points numérotés max(sa, sb) + 1 et 2n−max(sa, sb) . Pour
tout 1 ≤ j ≤ re+1

2
, soient De+1

j (resp. τ(De+1
j )) l’arc de ∇′ (resp. ∇′′ ) qui relie les

points numérotés max(sa, sb) + j et 2n −max(sa, sb) − j + 1 , ξe+1
j = ψ

′
(De+1

j ) =

ψ
′′
(τ(De+1

j )) ∈ Ωπ′ ∩ Ωπ′′ et Ωe+1 = {ξe+1
j , 0 ≤ j ≤ [ re+1

2
]} .

Pour tout 1 ≤ i ≤ e
′ tel que ri = 1 , on convient que Ωi = {∅} . Soient

Ω =
∪

1≤i≤e′

Ωi ⊆ Ωπ′ ∪ (−Ωπ′′ ), Ω̃π′ = Ωπ′ \ Ω ∩ Ωπ′ , Ω̃π′′ = Ωπ′′ \ (−Ω) ∩ Ωπ′′

et φn,(a|b) =
∑
1≤i≤e

0≤j≤[
ri
2 ]−1

(xijX
∗
ξij
+ yijX

∗
ξ̃ij
) +

∑
e+2≤i≤e′

0≤j≤[
ri
2 ]−1

zijX
∗
ξij
+

+
∑

1≤j≤ re+1
2

(tjX
∗
ξe+1
j

+ t
′

jX
∗
−ξe+1

j
) +

∑
ξ∈Ω̃

π
′

aξX
∗
ξ +

∑
ξ∈Ω̃

π
′′

bξX
∗
−ξ,

((xij, y
i
j) 1≤i≤e

0≤j≤[
ri
2 ]−1

, (zij) e+1≤i≤e′

0≤j≤[
ri
2 ]−1

, (tj, t
′

j)1≤j≤ re+1
2
, (aξ)ξ∈Ω̃

π
′ , (bξ)ξ∈Ω̃

π
′′ ) ∈ Ck

π
′+k

π
′′ .
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Exemple 6.13. Nous représentons les paires d’arcs Ãi
j (rep. B̃i

j ), les paires d’arcs
C̃i

j et les paires d’arcs (De+1
j , τ(De+1

j )) en gras.

Γ11(2, 2, 2 | 8, 1, 1) =

Définition 6.14. On dira que φn,(a|b) vérifie la propriété P si aξ ̸= 0, ξ ∈ Ω̃π′ et
bξ ̸= 0, ξ ∈ Ω̃π′′ .

Remarque 6.15. (1) Supposons que qn(a | b) est réductive (i.e. a = b) , alors
Ω̃π′ = Ω̃π′′ = ∅ et toutes les formes φn,(a|b) vérifient P.
(2) Supposons que q(a | b) est une sous algèbre de Borel de sp(2n) , alors Ω = ∅ .

Lemme 6.16. Soit q = qn(a | ∅) une sous-algèbre parabolique de sp(2n) où
a = (a1, a2, . . . , am) est une composition d’un entier inférieur ou égal à n.
(1) Supposons a1<n, alors q = gl(a1)⊕q

′ ⊕qa1(1)⊕qa1(2) où q
′
=qn(a2, ..., am | ∅)

est une sous-algèbre parabolique de sp(2(n − a1)). Soit φ le prolongement de
φn,(a|∅)|qa1 (2)

par 0 sur gl(a1)⊕ q
′ ⊕ qa1(1). Supposons φn,(a|∅) vérifie P , on a:

(i) qφ ≃ so(a1)⊕ q
′ .

(ii) φn,(a|∅)|qφ
= φso(a1)⊕φn−a1,(a2,...,am|∅) , où φso(a1) est la forme définie au (2)

du Lemme 3.9.
(iii) φso(a1) et φn−a1,(a2,...,am|∅) vérifient P.

(2) Supposons a1 = n, alors q = gl(a1) ⊕ qa1(1). Soit φ le prolongement de
φn,(a1|∅)|qa1 (1)

par 0 sur gl(a1). Supposons φn,(a1|∅) vérifie P , on a:

(i) qφ ≃ so(a1); (ii) φn,(a1|∅)|qφ
= φso(a1); (iii) φso(a1) vérifie P.

Preuve. (1) On montre d’abord, d’une manière analogue à celle du cas gl(n) ,
que si φn,(a|∅) vérifie P , alors l’orbite de φ dans qa1(2)

∗ est ouverte (voir 1), Lemme
5.11).
(1-i) Voir Figure 5 où la forme φn,(a|∅) est représentée en gras.
(1-ii) et (1-iii) Supposons a1 > 1 . Compte tenu de la Remarque 6.8, le méandre
Γn(a | ∅) de qn(a | ∅) est constitué d’un cycle maximal orthogonal X de dimension
a1 dont les sommets sont 1<a1<2n−a1+1<2n et du méandre Γn−a1(a2, ..., am | ∅)
de qn−a1(a2, . . . , am | ∅) , de plus l’arc C1 qui relie les sommets 1 et a1 et l’arc σ(C1)
sont les deux bouts de X .
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0

0

qa1(2)qa1(1)gl(a1)

q
′

q = qn(a | ∅)

{
a1 A

γAγ

0

0

0

0

0

qφ

Figure 5: Réduction de qn(a1, a2, . . . , ar | ∅)

0

qn(1)gl(n)

n

Figure 6: qn(n | ∅)

Soient C̃i := (Ci, σ(Ci)) la paire d’arcs symétriques de Γn(a | ∅) où Ci est l’arc qui
relie les deux sommets i et a1 − i + 1 , 1 ≤ i ≤ [a1

2
] , et Ai l’arc qui relie les deux

sommets i et 2n− i+ 1 , 1 ≤ i ≤ a1 .
Soient ψ′ et ψ′′ les deux bijections définies dans la démonstration du Lemme 6.12,
ξi = −ψ′′

(C̃i) , 1 ≤ i ≤ [a1
2
] , ζi = ψ

′
(Ai) , 1 ≤ i ≤ a1 , et (e∗i,j)1≤i,j≤2n la base duale

de la base canonique de gl(2n) . On vérifie que X∗
ξi

= e∗a1−i+1,i − e∗2n−i,2n−a1+i−1 ,
1 ≤ i ≤ [a1

2
] et X∗

ζi
= e∗i,2n−i , 1 ≤ i ≤ a1 . De plus, on a

φn,(a|∅) =
∑

1≤i≤[
a1
2
]

ziX
∗
ξi
+

∑
1≤i≤a1

tiX
∗
ζi
+ φn−a1,(a2,...,am|∅),

(zi)1≤i≤[
a1
2
] ∈ C[

a1
2
] , (ti)1≤i≤a1 ∈ Ca1 , et φn−a1,(a2,...,am|∅) ∈ (q

′
)∗ . D’autre part, la

restriction de
∑

1≤i≤[
a1
2
] ziX

∗
ξi

à qφ est égale à

∑
1≤i≤[

a1
2
]

zi(e
∗
a1−i+1,i − e∗i,a1−i+1) = φso(a1)

et la restriction de
∑

1≤i≤a1
tiX

∗
Li

à qφ est nulle. Comme les arcs C1 et σ(C1) sont
les deux bouts du cycle X , on voit alors que φn,(a|∅) vérifie P si et seulement si
ti ̸= 0, 1 ≤ i ≤ a1 et de plus, φn−a1,(a2,...,am|∅) vérifie P . En particulier, si φn,(a|∅)

vérifie P , alors φn−a1,(a2,...,am|∅) vérifie P . D’où le résultat.
Supposons a1 = 1 , alors le méandre Γn(a | ∅) de la sous-algèbre qn(a | ∅) est consti-
tué d’un arc A reliant les deux sommets 1 et 2n et du méandre Γn−a1(a2, . . . , am | ∅)
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de qn−a1(a2, . . . , am | ∅) . Soit ζ = ψ
′
(A) , alors φn,(a|∅) = tX∗

ζ + φn−a1,(a2,...,am|∅) ,
t ∈ C et la restriction de tX∗

ζ à qφ est nulle. D’où le résultat.
(2) De même, puisque φn,(a1|∅) vérifie P , l’orbite de φ dans qa1(1)∗ est alors ouverte.
(2-i) Voir figure 6 où la forme φn,(a1|∅) est représentée en gras.
(2-ii) et (2-iii) Dans ce cas, le méandre Γn(a1 | ∅) de qn(a1 | ∅) est un cycle maximal
orthogonal X de dimension a1 dont les sommets sont 1 < a1 < a1 + 1 < 2a1 . Le
résultat découle de 1).

Theorème 6.17. Avec les notations précédentes, on a:
(1) φn,(a|b) est de type réductif dans qn(a | b)∗ si et seulement si:

φn,(a|b) vérifie P , ainsi que pour tous 1 ≤ i ≤ e, 0 ≤ j ≤ [ ri
2
] − 1, xij et yij

vérifient la condition suivante: xij = 0 ⇐⇒ yij = 0 et pour tous 1 ≤ j ≤ re+2

2
, tj

et t′j vérifient la condition suivante: tj = 0 ⇐⇒ t
′
j = 0.

(2) φn,(a|b) est de type réductif et unipotent dans qn(a | b)∗ si et seulement si:
φn,(a|b) vérifie P , ainsi que xij = yij = 0, 1 ≤ i ≤ e, 0 ≤ j ≤ [ ri

2
] − 1,

zij = 0, e + 2 ≤ i ≤ e
′
, 0 ≤ j ≤ [ ri

2
] − 1 et tj = t

′
j = 0, 1 ≤ j ≤ [ re+1

2
]. On

notera une telle forme par φ0
n,(a|b) .

(3) φn,(a|b) est u-équivalente à φ0
n,(a|b) si et seulement si elle vérifie P .

(4) φn,(a|b) est une forme fortement régulière dans qn(a | b)∗ si et seulement si:
φn,(a|b) vérifie P , ainsi que xij ̸= 0, yij ̸= 0, 0 ≤ j ≤ [ ri

2
]− 1 et∏

0≤j<j′≤[
ri
2
]−1(x

i
jy

i
j − xi

j′
yi
j′
) ̸= 0, 1 ≤ i ≤ e, tj ̸= 0, t′j ̸= 0, 1 ≤ j ≤ re+1

2
et∏

1≤j<j′≤ re+1
2

−1(tjt
′
j−tj′ t

′

j′
) ̸= 0,

∏
0≤j<j′≤[

ri
2
]−1((z

i
j)

2−(zi
j′
)2) ̸= 0, e+2 ≤ i ≤ e

′

et de plus, si ri est impair, zij ̸= 0, 0 ≤ j ≤ [ ri
2
]− 1.

Preuve. Supposons a ̸= ∅ et b ̸= ∅ , d’une manière analogue à celle du cas
gl(n) , on peut supposer que a1 < b1 et que φn,(a|b) vérifie P . Alors qa1(2) = 0 et
qn(a | b) = qa1(0) ⊕ qa1(1) . Soit φ le prolongement de (φn,(a|b)) |qa1 (1) par 0 sur
qa1(0) , alors qn(a | b)φ est isomorphe à la sous-algèbre qn−a1(a

′ | b′) où:

a′ = (a2, . . . , am) et b′ = (b1 − 2a1, a1, b2, . . . , bt) si a1 ≤ [
b1
2
];

a′ = (2a1 − b1, a2, . . . , am) et b′ = (a1, b2, . . . , bt) si a1 > [
b1
2
].

D’après le Lemme 5.11 et le Lemme 6.16, cette réduction laisse stable la forme
φn,(a|b) , autrement dit, φn,(a|b) |qn−a1 (a

′|b′)= φn−a1,(a′|b′) et φn−a1,(a′|b′) vérifie P . En
appliquant le Lemme 2.17 avec a = qa1(1) , on déduit que φn,(a|b) ∈ qn(a | b)∗fr (resp.
qn(a | b)∗u ) si et seulement si φn−a1,(a′|b′) ∈ qn−a1(a

′ | b′)∗fr (resp. qn−a1(a
′ | b′)∗u ).

Supposons a = ∅ ou b = ∅ , on applique la réduction du Lemme 6.16.
D’autre part, cette réduction agit sur Γn(a | b) de la manière suivante (voir [5]):
* Chaque cycle maximal linéaire de dimension ri se réduit au méandre de gl(ri) .
* Chaque cycle maximal orthogonal de dimension ri se réduit au méandre de so(ri) .
* Le cycle maximal symplectique reste stable.
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La sous algèbre qn(a | b) se réduit à
∏e

i=1 gl(ri)⊕sp(re+1)⊕
∏e′

i=e+2 so(ri) et la forme
φn,(a|b) se réduit à ϕ :=

⊕e
i=1 φgl(ri)+φsp(re+1)+

⊕e
′

i=e+2 φso(ri) , où φgl(ri), φsp(re+1) et
φso(ri) sont les formes définies au Lemme 3.9. Le résultat découle du Lemme 2.17 et
du Lemme 2.19 d’une manière analogue à celle du cas gl(n) .

On considère les plongements de gl(ri) , so(ri) dans qn(a | b) induits par la procédure
de réduction du méandre. De ce qui précède, on déduit le théorème suivant :

Theorème 6.18. (1) Jn(a | b) :=
e∏

i=1

Jgl(ri) ⊕ Jsp(re+1) ⊕
e′∏

i=e+2

Jso(ri) est une sous-

algèbre de Cartan-Duflo de qn(a | b).

(2) χ(qn(a | b)) =
∑

1≤i≤e

ri +
∑

e+2≤i≤e′
[ ri
2
] + (n−max(sa, sb)).

(3) rn(a | b) :=
e∏

i=1

gl(ri)⊕ sp(2n− 2max(sa, sb))⊕
e′∏

i=e+2

so(ri) est une sous-algèbre

réductive canonique de qn(a | b).

Remarque 6.19. Par définition de la dimension d’un cycle maximal, on a:

(1)
∑

1≤i≤e

ri =
1
2
(2× nombre de cycles linéaires + nombre de segments linéaires).

(2)
∑

e+2≤i≤e′
[ ri
2
] = nombre de cycles orthogonaux.

(3) n−max(sa, sb) = nombre de cycles symplectiques.
Compte tenu du Théorème 6.18, nous retrouvons alors le théorème suivant.

Theorème 6.20. [15] (Théorème 3.2)
χ(qn(a | b)) = nombre de cycles + 1

2
nombre des segments linéaires.

Exemple 6.21. Soit q11(2, 2, 2 | 8, 1, 1) ⊂ sp(22) , alors:

Γ11(2, 2, 2 | 8, 1, 1) =

Γ9(2, 2 | 4, 2, 1, 1) =

Γ7(2 | 2, 2, 1, 1) = χ(q11(2, 2, 2 |8, 1, 1)=4 .
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La forme linéaire φ11,(2,2,2|8,1,1) , restriction à q11(2, 2, 2 | 8, 1, 1) de la forme linéaire∑
1≤i≤3

(e∗2i−1,2i − e∗23−2i,24−2i) +
∑

7≤i≤11

(e∗i,23−i) +
∑
1≤i≤4

(e∗9−i,i + e∗23−i,14+i) + e∗12,11

est fortement régulière. Elle est u-équivalente à la forme de type réductif et unipotent
φ0
11,(2,2,2|8,1,1) , restriction à q11(2, 2, 2 | 8, 1, 1) de la forme linéaire∑

7≤i≤10

(e∗i,23−i) +
∑
1≤i≤4

(e∗9−i,i + e∗23−i,14+i).

Considérons les matrices :

A 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 B 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 B 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 A 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 C 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 Ǎ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 B̌ 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 B̌ 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Ǎ


(∗)

où A ∈ so(2), B ∈ gl(2) et C ∈ sp(2) . L’algèbre de Lie r constituée des matrices de
la forme (∗) est une sous-algèbre réductive canonique de q11(2, 2, 2 | 8, 1, 1) .

Corollaire 6.22. Soient qn(a | ∅) une sous-algèbre parabolique de sp(2n), où
a = (a1, . . . , am), on a:

(1) (i) Jn(a | ∅) := Jso(a1)⊕· · ·⊕Jso(am)⊕Jsp(2(n−sa)) est une sous-algèbre de Cartan-
Duflo de p.

(ii) χ(qn(a | ∅)) = n− sa +
∑

1≤i≤m

[ai
2
]

(2) (i) Soit π1 ⊂ π le sous-système de type Cn−sa . La forme ϕ :=
∑

ξ∈Ωπ\Ωπ1
λξX

∗
ξ

est de type réductif et unipotent dans qn(a | ∅)∗ si et seulement si nous avons
(λξ)ξ∈Ωπ\Ωπ1

∈ (C×)kπ−kπ1 .

(ii) rn(a | ∅) = so(a1)⊕· · ·⊕so(am)⊕sp(2(n−sa)) est une sous-algèbre réductive
canonique de qn(a | ∅).

Preuve. Remarquons que Γn(a | ∅) contient seulement
∑

1≤i≤m

[ai
2
] cycles orthogo-

naux et n−sa cycles symplectiques. De plus, dans ce cas, on a π′
= π , Ω̃π′ = Ωπ\Ωπ1

et Ω̃π′′ = ∅ . Le résultat se déduit alors du Théorème 6.17 et du Théorème 6.18.
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Exemple 6.23. On reprend l’exemple 6.10 , soit p = q4(2, 1 | ∅) , on a :

Γ4(2, 1 | ∅) = , χ(p) = 2.

Une forme fortement régulière de p∗ est donnée par:
φ4,(2,1|∅) = (e∗1,2 − e∗7,8 + e∗4,5 + e∗8,1 + e∗7,2 + e∗6,3 + e∗5,4)|p .

Une forme fortement de type réductif et unipotent de p∗ est donnée par:
φ0
4,(2,1|∅) = (e∗8,1 + e∗7,2 + e∗6,3)|p .

pφ4,(2,1|∅)
=



0 a 0 0 0 0 0 0
−a 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 b 0 0 0
0 0 0 −b 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −a
0 0 0 0 0 0 a 0


; {a, b} ⊂ C2

pφ0
4,(2,1|∅)

=



0 a 0 0 0 0 0 0
−a 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 c b 0 0 0
0 0 0 −b −c 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −a
0 0 0 0 0 0 a 0


; {a, b, c} ⊂ C3

Dans ce paragraphe, nous redémontrons le Théorème 3.7 dans le cas sp(2n) .

Soit qn(a | b) une sous-algèbre biparabolique de sp(2n) et soient π′
, π

′′ ⊂ π , telles
que qn(a | b) = qπ′ ,π′′ . Comme dans la démonstration du Théorème 3.7 dans le cas
sl(n) au numéro 5, on pose

kimp = |{1 ≤ i ≤ m : ai est impair}|+ |{1 ≤ j ≤ t : bi est impair}|.

On pose ensuite

kimp
1 = |{1 ≤ i ≤ e : ri est impair}| et kimp

2 = |{e+ 2 ≤ i ≤ e
′
: ri est impair}.

On a: Le nombre de segments linéaires est égal à 2kimp
1 . Le nombre de segments

orthogonaux est égal à kimp
2 . D’une manière analogue à celle du cas gl(n) , on montre

que le nombre de segments du méandre Γn(a1, . . . , am | b1, . . . , bt) est égal à kimp .
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D’où: kimp = 2kimp
1 + kimp

2 , et

kπ′ + kπ′′ =
∑
1≤j≤t

[
bj
2
] + n− sb +

∑
1≤i≤m

[
ai
2
] + n− sa = 2n− 1

2
(sa + sb)−

1

2
kimp

D’autre part, on a:
∑

e+2≤i≤e′

ri = |sb − sa|

Comme dans le cas gl(n) , le sous-espace ∩ξ∈Ω
π
′∪Ω

π
′′ ker(ξ) est défini par les paires

des cycles (resp. segments) linéaires. D’où

dim(Eπ′ ,π′′ ) = n−
e∑

i=1

[
ri + 1

2
]

Par suite, on a

n−dim(Eπ′ ,π′′ )+kπ′+kπ′′−dim(Eπ′ ,π′′ ) = 2
e∑

i=1

[
ri + 1

2
]+n− 1

2
(sa + sb)−

1

2
kimp

Or, 2
e∑

i=1

[
ri + 1

2
] =

e∑
i=1

ri + kimp
1

et 1

2
(sa + sb) = max(sb, sa)−

1

2
|sb − sa|.

Enfin: n− dim(Eπ
′
,π

′′ ) + kπ′ + kπ′′ − dim(Eπ
′
,π

′′ ) =

=
e∑

i=1

ri + n−max(sb, sa) +
e
′∑

i=e+2

ri
2
− 1

2
kimp
2

=
e∑

i=1

ri + n−max(sb, sa) +
e
′∑

i=e+2

[
ri
2
] = χ(qn(a | b)).

Corollaire 6.24. La sous-algèbre qn(a | b) de sp(2n) est une algèbre de Frobenius
si et seulement si Γn(a | b) ne contient que des segments orthogonaux. En particulier
une sous-algèbre parabolique de sp(2n) est de Frobenius si et seulement si c’est une
sous-algèbre de Borel.

Corollaire 6.25. (1) Supposons que qn(a | b) est une algèbre de Frobenius, alors
max(sa, sb) = n.

(2) Supposons que qn(a | b) = qπ′ ,π′′ est une algèbre de Frobenius, alors:
φn,(a|b) =

∑
ξ∈Ω

π
′ λξX

∗
ξ +

∑
ξ∈Ω

π
′′ µξX

∗
−ξ est régulière, donc fortement régulière

et de type réductif et unipotent de q(a | b)∗ si et seulement si λξ ̸= 0, ξ ∈ Ωπ′

et µξ ̸= 0, ξ ∈ Ωπ′′ .
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