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Résumé. Nous étudions des algebres de Lie de champs de vecteurs holomorphes qui sont iso-
morphes a des algebres de Heisenberg de dimension 3. Nous montrons que ces algebres ont un
rang générique supérieur ou égal a deux. Nous nous attachons & présenter beaucoup d’exemples
non difféomorphes. En dimension deux d’espace nous obtenons sous certaines conditions une
classification qui utilise celle des formes normales des germes de champs de vecteurs C,.
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Introduction

On note H l'algebre de Lie du groupe de Heisenberg

H = {Ma,ﬁ,'y = 7047577 € C}

oo o
o o Q
o =2

On a les relations suivantes:
[Mi 0,0, Moa,o) = Moo, [Mipo, Mooa) =0 et [Myi,0, Mooa] =0

qui caractérisent les algebres de Lie abstraites isomorphes a H. On constate que
[H,H] = C.Mpo, est le centre de H.

Dans cet article on s’intéresse aux algebres de Lie de champs de vecteurs holomorphes
qui sont isomorphes a H, avec une attention particuliere au cas de la dimension
ambiante 2. La présentation ci-dessus de H comme algebre de matrices peut étre
comprise, comme 'algebre de Lie engendrée par les champs de vecteurs linéaires:

0 0 0
X=w1—, VY=a9— ot Z=01-—
= 81’27 2 3x3 ¢ = 6173

que nous appelerons représentation standard.

On note 0,, = O(C,";) I'anneau des germes de fonctions holomorphes a U'origine de
C™, O,, son complété formel identifié & 'anneau des séries formelles en n variables
(21, ..., z,). On désigne par M,, le corps des fractions de O,,, ie le corps des germes

ISSN 0949-5932 / $2.50 © Heldermann Verlag
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de fonctions méromorphes a l'origine de C™. Un élément f de M, sera dit pur ou
vraiment méromorphe si ni f ni 1+ n’est holomorphe. On désigne par M,, le corps

f
des fractions de O,,.

On note &, l'algebre de Lie des germes de champs de vecteurs a l'origine de C";
c’est un O, -module et 'on note A, son complété formel.

Par A\’ = AP(C,) on désigne le O,-module des germes de p-formes différentielles
holomorphes. Enfin Diff, = Diff(C,j) est le groupe des germes de difféomorphismes
holomorphes qui fixent 'origine de C".

Si X € X, et f e, onnote X.f =ixdf la dérivée de f suivant X. Si zy,...,x,
est un systéme de coordonnées et X = ZXiﬁ, alors X.f = ZXZ-%. Si X.f=0
on dit que f est une intégrale premiere holomorphe de X. On a la méme notion
d’intégrale premiere méromorphe lorsque f € M,,.

On note Z(X) C O, le sous anneau des intégrales premieres de X .

Soit £ un sous espace vectoriel de A&, ; on note r(£) le nombre maximal d’éléments
Xy, ..., X, de £ qui sont O,-indépendants: si > f;X; = 0, alors les f; sont iden-
tiquement nuls. On a évidemment r(£) < n. On note Ly I’évaluation de £ en 0:

Lo = {X(0), X € £}

et 79(Ly) la dimension de Ly: ro(Ly) = dimcLy. On a bien sir ro(Ly) < r(L).
Soient X;€X,,, i€; on note (X;,i€ ) le C-espace vectoriel engendré par les Xj.

Dans toute la suite on considere des sous algebres £ C &), isomorphes a H, ie des
représentations fideles de H dans &,,; X, Y, Z désignera une base de L telle que
Z engendre [L,L] et Z =[X,Y].

Deux algebres £ et £ sont conjuguées s'il existe ® € Diff, tel que ®,.L = L. Soit
X € X, un champ de vecteurs, on note C(X) := {T € A,,/[X,T] = 0}; c’est une
sous algebre de A&,,. On remarque que si f appartient a Z(X) alors fX appartient
a C(X):Z(X)X Cc O(X).

Dans [2] Lins Neto et I'un des auteurs proposent un certain nombre de calculs
d’algebre C(X) en particulier en dimension 2. Par exemple si le champ X a une
seule courbe invariante (séparatrice) irréductible alors C(X) = Z(X).X; comme
nous le verrons ceci est une obstruction pour qu’'un tel X fasse partie d'une algebre
de Heisenberg.

Si r(£) = 3 en un point générique m (ou X (m),Y (m) et Z(m) sont linéairement
indépendants), £ est conjuguée a 'algebre engendrée par

X =2 Y:xZa%Jra% et Z =2

Oz’ Oz
Pour n = r(£) = 3 on déduira que les feuilletages de codimension 1, F; définis par
Z et Xy = X 4+ 1Y sont intégrables au sens de Liouville.

Toujours en dimension 3, lorsque r(£) = 2, lalgebre £ définit un feuilletage F, de

codimension 1. L’exemple de 'algebre engendrée par
X = 8%1, Z = al(mg,zg)a% + ag(xg,mg)a%? + a3($27$3)% et Y =ux.7,

ou JF est défini par la 1-forme holomorphe:

w = ag(ra, x3)dre — a9(T2, r3)drs
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montre qu’il est exclu d’espérer une classification générale puisqu’une telle classifi-
cation impliquerait celle des germes de feuilletages a I'origine de C2.

En dimension 2 nous présentons la classification des algebres de Heisenberg £ C X,
telles que ro(Ly) = 1 et [£,L](0) = C.Z(0) = {0}. Lorsque L£(0) = {0} la
classification semble redoutable. Nous montrons que la partie linéaire de L est soit
nulle soit engendrée par un champ nilpotent, typiquement x;-— a . Les L,, donnés par

n—1 o]
X = x18m2+h (‘rl&rl +$28x2)’ Y = 1321‘1 (xlaxl +ZE28$2> et Z = LUl (.Tla—xl—i‘an—m),

ou les h,, sont des polynomes homogenes de degré n, font partie de cette classe.

Il y a plusieurs études importantes concernant les sous algebres de Lie £ de dimension
finie de A&, purement singuliere (au sens ou r9(Ly) = 0). Citons en particulier les
résultats de R. Hermann [6] et Guillemin-Sternberg [5] qui affirment que si £ C A,
ro(Lo) = 0, est semi-simple alors L est linéarisable; c’est a dire conjuguée a 'algébre
de Lie £, constituée des parties linéaires des éléments de L.

Dans cet article nous montrons des propriétés qui vont a I'opposé de ces résultats de
linéarisation; ainsi le simple fait qu’il n’existe pas de représentation fidele de ‘H dans
gl(2; C) alors qu'il en existe dans X» (satisfaisant r9(Lg) = 0) laisse présager cela.

1. Généralités

La proposition, élémentaire qui suit, indique qu’il n’y a pas de représentations fideles
de H dans AX].

Proposition 1.1.  Soit £ une représentation fidele de H dans X,,. Alors n > 2
et r(L) > 2.

Preuve. Soient X = f(2)2,Y = g(2)Z et Z = h(z)£ trois éléments de X,
Z non identiquement nuls. Si [X,Z] = [Y,Z] =0, alors X = A2, Y = u.Z, A,
p € C, ce qui établit le premier point. Maintenant si 7(£) =1 il existe T € A&, et
fyg9,h € O, tels que:

X =fTY =4gT,Z =hT.

Les conditions de commutation [X,Z] = [Y, Z] = 0 s’écrivent:
0= fT.h— hT.f = gT'h — hT.g

qui indiquent que les fonctions méromorphes non constantes % et ¥ sont intégrales
premieres de T'. Par suite le quotient % est aussi une intégrale premiere de T'. Ce qui
conduit & la commutation de X et Y: [X,Y] = 0; en contradiction avec [X,Y] = Z
et Z non nul. ]

Pour la représentation linéaire standard de H on a r(£) = 2, mais il existe des
représentations fideles £ de H pour lesquelles r(£) = 3. Par exemple les champs
de vecteurs:

7= x_ 2 v _:CQ——l—Zng,..., a

0m1 ’ 8@’ 81’1 8@
1>2

induisent de telles représentations lorsque I'un des Y; est non identiquement nul.
La proposition qui suit est élémentaire.
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Proposition 1.2.  Sir¢(Ly) = 3 alors L est conjuguée (par un élément de Dz’jj” ) a
l’algébre engendrée par les champs de vecteurs Z = Bac , X = % et Y = xo-— 8961 45— 8% )

Remarque 1.3. Soient £ = (XY, Z) C A, une sous algebre de Heisenberg et
X' un élément de X, ; alors l'algebre L =(X+XY2) cC Xn4p est encore une
algebre isomorphe a H.

Considérons £ = (X, Y, Z) C X3 isomorphe a H. On peut associer a £ un pinceau de
feuilletages holomorphes F;, t € P{. Le feuilletage F; est par définition le feuilletage
tangent a l’algébre commutative engendrée par les champs Z et X, = X +tY (pour
t =00 X; =Y). Soit Q une forme volume et w; = ix,iz€); alors le feuilletage F;
est défini par la forme intégrable w;. Soit f = ixiyiz), si ro(Ly) < 3 alors f(0) =0
et ’hypersurface f = 0 est invariante par les flots des champs X,Y, Z: ces champs
sont en effet tangents a f = 0.

Proposition 1.4.  Sous les hypotheses précédentes chaque feuilletage F; est Liou-
ville intégrable; plus précisement les formes méromorphes % sont fermées.
Remarque 1.5. Rappelons que, d’aprés Cerveau-Mattei [3], si « est un germe
de 1-forme méromorphe fermée en 0 € C™ a poles le long de f = 0 alors a s’écrit:
df; H

— td(—)

fi HE

ou les f; sont les composantes irréductibles de f, \; € C, n; e Net H € O,,. Un
tel a possede l'intégrale premiere multivaluée X \;log f; +

OZZZ)\Z

__H
n .
flnl ---fpp

Preuve de la Proposition 1.4. Dans ce qui suit on choisit des représentants
des objets germifiés sur un ouvert ad-hoc, tout en gardant les mémes notations.
Soit m un point générique ou X (m), Y (m), Z(m) sont linéairement indépendants.
A conjugaison locale pres en m:

) 0 0 0
Q= hdxy Ndxs N d heOy, Z=— X=—, Y =x9—+—
" 2 3 3 81’17 (9962 anZL’l + 8x3
Par suite w; = ix,izQ = —h(z1, 29, 23)dxy A dxs N\ dxs et [ = ixiyizQ = h.
Finalement ‘% = —dx3 qui implique que % est fermée.

Exemple 1.6. On considere l'algebre £ C X3 engendrée par les champs de
vecteurs:

0 0 0 0 0 0 0
X =x1—+A Y = — Z = —
NGy A0y ¥ T g teag ) turag o, I =mig st e s )
ou A\, u € C. On vérifie que L est isomorphe a ’algebre de Heisenberg et que r(£) = 3
pour A et g non nuls (en fait pour A = g =0, £ apparait comme une sous algébre

de A,). On vérifie aussi que:
Wy = ixpeyiz(dey A drg Adas) = (N + tp)(z123d2e — Tow3dey) — vidws

dI3

)__

T T3

et ici f = 22x3. On a ainsi: C; X+ tu)al(x2
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Par suite w; possede I'intégrale premiere multivaluée ()\—l—tu)f:—; —logxz. On note que
chaque champ XY, Z possede une intégrale premiere méromorphe non constante;
mais il n’y a pas, pour A, u générique d’intégrale premiere méromorphe commune. ®

Introduisons un autre invariant de conjugaison qui est 'entier so(£) = dimC.Z(0
So(L) vaut donc 0 si Z s’annule en 0 et 1 si Z(0) # 0. Si ro(L£) =2 et so(L) =
a conjugaison pres, L est engendrée par

_ 0y _ 0 oy D : )
Z — 8331’ X —_— 8332’ Y — :1:23&31 +ZZZZ K(xg,...,wn)axi

)i
1,

comme précédemment. Cette remarque conduit a la:

Proposition 1.7.  En dimension 2 si ro(Ly) = 2 et so(Ly) = 1, alors L est

A P ; _ 9y 0 vy, D
conjuguée a l’algébre engendrée par Z = 5o X = 550 Y = Tag-.

En dimension 3 on a ’énoncé suivant dont nous laissons la démonstration au lecteur:

Proposition 1.8.  Soit L C X5 une sous algebre isomorphe a H ; on suppose que
ro(Lo) =2 et so(Lo) = 1. Alors L est conjuguée d l'une des algébres:

(1) Z=5% X=g V=ugh talsh, keN sir(L)=2;

1 Oxa

2) Z=3, X=3Z, Y:azga%Jr(a(ycg))a+”C§+1 9 NeC,keN,acO,

oz’ a_xz 1+)\:c§ 8_903 ’

a(0) =0 lorsque r(L) = 3.

Nous allons examiner en détail le cas r(L£) = 2 avec des contraintes reposant sur
ro(Lo) et so(Ly). En dimension supérieure ou égale a 3, £ induit sous I'hypothese
r(L£) = 2 un feuilletage de codimension n—2 (feuilles de dimension 2) éventuellement
singulier. Comme r(£) = 2 'un des champs X ou Y est non colinéaire a Z: dans
toute la suite nous supposerons que r(Vect(X,Z)) = 2. Sous cette hypothese il
existe des fonctions méromorphes «a et 3 telles que:

Y =aX + 7.
Les conditions de commutation impliquent les suivantes:
Za=/p=Xa=0X.0=1.

En particulier o € M,, est une intégrale premiere des champs de vecteurs X et Z,
et donc du feuilletage F, associé a L; noter que a peut étre constant. En dimension
2, comme X et Z sont non colinéaires « est donc une constante et quitte a changer
Y en Y — aX on peut supposer que £ = (X,Y = Z,7), ou [ est une intégrale
premiere méromorphe non constante de Z.

Exemple 1.9.  On donne ici des exemples en dimension 3 qui satisfont (L) = 2,
ro(L) = so(L) = 0; il s’agit des algebres £ engendrées par:
0 0 0 0 0
X =x—,Y =zyah! Z =k
1 Oy’ Towy (1 o2, +x23x2 +T3 8I3)’ (21 BT + x4 Dy +x38x3)’

ou k est un entier strictement positif. On remarque que a =0, = g—; et Fr estle
feuilletage associé a la 1-forme intégrable x;dxs — x3dx;. On note que F, ne dépend
pas de I'entier k. [ ]
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La classification des algebres de Heisenberg £ C A5 satisfaisant r(L£) = 2, ro(L) =
so(L) = 0 semble délicate. On peut toutefois mentionner les points suivants; lorsque
r(L£) =2 on a, avec les notations précédentes, Za = Xa =0, ZB=0et XF =1.

Si  est non constante alors le feuilletage F, de C,j engendré par £ a une intégrale
premieére méromorphe non constante.

Si « est constante, quitte a changer de base, on peut supposer que « =0et Y = 5.72.
Si 3 est holomorphe (c’est le cas par exemple si SingZ, 'ensemble singulier de Z,
est de codimension > 2) alors nécessairement X (0) # 0. Pour un bon choix de
coordonnées on aura X = 8%1, B = x1 + €(xq9,x3) avec € holomorphe. Par un
nouveau choix de coordonnées on supposera £ constant et quitte a changer de base
que € = 0. On se ramene donc dans ce cas a:

o) o) o) o)
X = 8_901’ 7 = a1($2,$3)8—m -+ az(xg,afg)a—m -+ ag(l’g,xg)a—m, CL@GOQ et Y = .T}1Z.

Le feuilletage F, est donné par la forme intégrable w = a3(xq, x3)drs — as(xe, x3)dxs
ici, qui hérite donc de toute la complexificité des feuilletages de C,3. Si 8 = %y avec

v € O3z, v(0) = 0, alors « est intégrale premiére de Z et la condition X.f =1 se
traduit par X.y = 72. Dans ce cas le feuilletage F, posséde la surface invariante
v=0. Enfinsi § = g est méromorphe pure, alors g(X.f) — f(X.g) = g%, de sorte
qu’ici encore ’hypersurface ¢ = 0 est invariante par F,. Ceci permet d’obtenir
des représentations de H dans les champs de vecteurs de surfaces éventuellement

singulieres.

2. Dimension 2, r9(L£) # 0

Nous allons mener une étude au cas par cas en dimension 2. Ici donc 7(£) = 2. Nous
examinerons les valeurs possibles pour le couple (rq, s,) et dans la mesure du possible
donnerons des modeles a conjugaison pres. Nous avons vu le cas (19, s,) = (2,1) lors
de la Proposition 1.7. Les deux lemmes qui suivent éliminent certaines valeurs du
couple (79, S,)-

Lemme 2.1.  La situation (ro, s,) = (2,0) n’est pas possible.

Preuve. Si (r9,5,) = (2,0) alors Z(0) = 0 et dim Vect(X(0),Y(0)) = 2. Pour

un bon choix de coordonnées (x1, ) on peut supposer que X = 8%2 et, du fait de la

commutation [X,Z] =0, Z = A(xl)% + B<x1)a%2> A(0) =B(0)=0, A,Be O;.
La condition [X,Y] = Z implique que:

(Bla) s + Blar)) -

Y = (A(x1)22 + a(21)) ’ Oy

— +
81’1

avec a, f € O1, a(0) # 0. Il reste a exprimer la commutation Y, Z] = 0. Un calcul
élémentaire montre que:

aA — Aa' = AB (1)
aB — Ap = B? (2)

Puisque «(0) # 0, A(0) = B(0) = 0, la condition (1) implique que A = 0; ensuite
aB' = B2, pour la méme raison (B(0) = 0) implique que B = 0. Ce qui conduit &
Z =0 et est donc absurde. u
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Lemme 2.2.  La situation (ro, s,) = (1,1) n’arrive pas.
Preuve. Si (rg,s,) = (1,1), on peut supposer quitte a changer de base que
7 = 6%2, X = a(xl)a%l +b(:v1)8%2 et Y = B(xl)a%z avec a(0) = b(0) = B(0) = 0.

La condition [X,Y] = Z se traduit alors par aB' = 1. Ce qui contredit le fait que
CL(O) =0. =

Par contre (rg,s,) = (1,0) est possible; la classification nécessite celle des couples
(X = 8%1, Z = a(@)a%l + b(xg)a%z) a conjugaison pres. Faisons tout d’abord un
rappel; soit 7' = f(z)Z un élément de X;; alors (cf [7], [3]) T est conjugué a I'un
des champs:

0 0 29

&, )\Z@, )\GC, 1—|—sz$’ HJEC,pGN.

On désigne par v(f) la multiplicité algébrique de ’élément f € O,.

Proposition 2.3. Soient Xza%l et Z:a(:zﬁg)a%1 + b(:vg)a%z; alors si v(a) > v(b)
le couple (X, Z) est conjugué da l'un des couples:

<6 8)<8>\ 6)(8 abt! 8)
x :
or, 0xy)’ \Ox, " 0xy) \Ox, 1+ prh 0xq
Preuve. Les difféfomorphismes qui préservent 8%1 et fixent 'origine sont de la
forme (z1,22) — (z1+¢(xa),d(z2)) on e € Oy, €(0) =0, et § € Diff;. Siv(a) > v(b)

I’équation différentielle:

cT b(xs (3)

a ses solutions holomorphes. Soit €, €(0) = 0, solution de (3). Alors le difféomor-
phisme (z; + £(z32),x5) conjugue (X, 7) a (a%l,b(@)%). On termine en utilisant
le rappel. [ |

~—

Proposition 2.4.  Soient X = 8%1 et 7 = a(xg)a%l + b(xg)aim; alors si
1 <vwv(a) <v(b) le couple X,Z est conjugué a l'un des couples:
0 o o 0
a_ > P(:CQ) + 2 D
0x1 Oxy 1+ pxs Oxg

, pEN, neC,

ou P est un polynome de degré inférieur a p+ 1 et d’ordre v(P) = v(a).

Preuve. Comme v(b) =p+1 est plus grand que 2, b(z2)7— est conjugué a l'un

)
+1 +1 daz
p D
des fszgaim' Si maintenant Z = a(xg)a%l + 152%58%27 1 <v(a) <p+1 etsi
¢ € Diffy est du type ¢(z1,22) = (21 + €(x2),22), € € Oy, €(0) = 0, alors ¢, Z

s’exprime comme suit:

2279 P9

’ X
*Z — 2 2 )
¢ (al2) + € (x2) L+ pxb’ 0xy 14 pah Oxg

On pose a(xy) = P(x3) + 257 h(x3) oit P est un polynéme de degré p et h € O.
Si ¢ est solution de £'(z) + (1 4 pah)h(zy) = 0, alors ¢ transforme Z comme
souhaié. =
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Nous pouvons énoncer la:

Proposition 2.5.  Soit L C X, une sous algebre de Lie de Heisenberg satisfaisant
(10, S0) = (1,0). Alors L est conjuguée a l'une des algébres:

p+1 p+1
1) (X=2, y=u 0 z_d" 0y ,50 ,eC.

oz 1+pxh Oza? 1+pxh Oza
p+1 xp-&-l

(2) (X =55 V= (w1 +0(@){Ple2) g + 1haman ) £ = Pla)gs + tharoy)

avec p > 1,u € C, P est un polynome de degré < p—1, P(0) =0 et § € M,
satisfaisant I’équation différentielle:

p+1

P(x2) + 0 () (4)

2 _
1+ pah
On demande en outre que 0(x9)P(x3) soit holomorphe, ie que l'ordre du pole de &
soit inférieur ou égal a v(P).

Preuve. La Proposition 1.8 permet de conjuguer X et Z aux modeles annoncés.
En utilisant successivement les conditions [X,Y] = Z et [Y,Z] = 0 on trouve les
modeles de Y. ]

Remarque 2.6.  On note la différence d’estimation des degrés entre cette propo-

sition et la précédente. Ici d°P < p — 1 est imposé par le fait que I'intégration de

(4) oblige la nullité du résidu en 0 de —5+(1 + pab) et donc le fait que P n’ait pas
T2

de terme en ab.

3. Dimension 2, rg =0

C’est bien siir le cas difficile. Comme précédemment on choisit des générateurs X, Y
et Z vérifiant [X,Z] =[Y,Z] = 0,[X,Y] = Z avec Y = Z, [ intégrale premiere
méromorphe non constante de Z. Voici deux exemples intéressants:

Exemple 3.1.  On se donne les champs X,Y et Z définis par:

0 0 0 0 0 0
X=—x120:201 ——7x Y=x3(t1——2 Z=z125(x —x
179 ( . 20x2)’ 2 92, 2(‘39(:2)’ 125 ( 92, 2(%2)
Iciona g = xllm et I’on remarque que tous les éléments de £ s’annulent sur la droite
x9 = 0: aucun élément de £ n’est a singularité isolée. |

Exemple 3.2. 101 X= :L‘la , Y =xox] 1(3;18%14_3528%2) ot Zzajrlz(xlaihijQ%).

Dans ce cas = 22, tous les champs s’annulent sur z; = 0 sauf dans le cas spécial
n=1:

0 0 0 0 0
X = Y = — 7 = — —
T1—— (91‘2 J]Q(Ila + ZE28$2) l’l(l'l al'l + x9 8:E2)
cas ou 'élément générique de L est a singularité isolée. [ |

Ces exemples sont reliés a ceux présentés en 1.9 précedemment. On constate dans
I’Exemple 3.2 qu’il est possible que les 1-jets des éléments de £ soient non triviaux.
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Nous allons donc essayer de classifier les algebres de Heisenberg £ C A, telles que
ro = 0 et telles que 'algébre £, = J'L des 1-jets des éléments de £ soit non triviale.
Soient X1,Y7, Zy les 1-jets de Y)Y, Z respectivement , ¥ = 5.Z. On a les relations
[Xl,Zl] = [le,Zl} =0et [Xl,Yi] = Zl.

Lemme 3.3. Z1=0.

Preuve. La condition [X1, Y]] = Z; implique que Z; est de trace nulle; par suite
7 est soit nilpotent soit a ses valeurs propres distinctes opposées. Dans ce dernier cas
on peut supposer que Z; est diagonal (Z; = Alxla%l—i—)\gm%, M+Ae=0);81 2 #0
la commutation implique que X; et Y; sont aussi diagonaux et donc commutent.

Donc ce cas n’arrive pas. Si Z; est nilpotent non trivial, disons Z; = xlaimv alors
P Ten o . N d 0 0 .

I’algebre des champs hpean‘es qui comr‘nu'tent a Zy est <31:'1C,,—x1 + %252, xla_xz> qui est
une algebre commutative. En contradiction avec [X;,Y1] = Z; #0. ]

Par suite l'algebre £, est abélienne de dimension inférieure ou égale a 2. Supposons
dimc Ly = 2; alors a conjugaison linéaire pres £, est I'une des deux algebres:

(1) L] := </\1x18%1 + )\gxgaim, A; € C) Talgebre diagonale.
(2) ,C; = <x18i$1 + [L’Qaim,l'laim>.

Supposons que L = L'/l; soit X € L tel que le 1-jet de X soit J'X = X, =
xlaixl + )\:L’ga%z avec A irrationnel positif. Alors X est linéarisable (Théoreme de
linéarisation de Poincaré) et I’on peut donc supposer que X = X;. Mais les champs
holomorphes qui commutent a X sont exactement les champs linéaires diagonaux. Le
champ Z a son 1-jet nul (Lemme 3.3) et commute & X , il est donc identiquement nul.
Ce qui est absurde. Lorsque £; = £, on fait le méme raisonnement en choisissant
X tel que J'X = xlaixl + 29-2-. Le champ X satisfait encore les conditions de

dx2
linéarisation de Poincaré et ne commute qu’a des champs linéaires. Nous venons

d’établir le:

Lemme 3.4. Si (rg,s,) = (0,0), L1 = J'L est de dimension 0 ou 1: dimcJ'L < 1.

Remarquons que largument précédent montre que si dimcJ'L = 1 et X € L
est tel que X; = J'X soit non nul, alors X; ne peut satisfaire aux conditions de
linéarisation de Poincaré (en fait aux conditions de linéarisation formelle). On obtient

dans un premier temps le lemme suivant qui sera en fait précisé dans la Proposition
3.6:

Lemme 3.5. Si (r0,8,) = (0,0) et dimcJ'L = 1, alors Ly est engendré, a
conjugaison linéaire pres, par un champ Xy de ['un des types suivants:

(1) X3 = qxla%l — praim, p et q sont des entiers strictement positifs (cas réson-

nant);
(2) X;= xlaixl (cas noeud-col);
(3) X;= :’;18%1 + mxgaim, m entier, m > 2 (Cas Poincaré-Dulac);

4) Xy = 9318%2 (cas nilpotent).
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Dans la suite on supposera que les champs X, Y et Z vérifient [ X,Y] =27, [X,Z] =
Y,Z] =0,Y = pZ avec X; =Y; =0 et X; est donné par le Lemme 3.5. Nous
allons démontrer la:

Proposition 3.6. L, est engendré par un champ nilpotent; ie a conjugaison
linéaire prées X, = xl%.

Preuve. Nous allons éliminer les cas 1, 2 et 3 du Lemme 3.5. Commencgons par
le cas 3 qui est le plus direct. Si J'X = x4 8(2‘ + mxs 8‘9 le théoréme de Poincaré-
Dulac dit que X est conjugué a X, $18$ + mxzaz + ez a o, avec € € {0,1}.

On peut donc supposer que X = X.. On remarque que l'espace C(X) des champs
holomorphes qui commutent a X se réduit a:

0 0 0
C(X T1=— +mz , X
(X) = { 0 201y ! 8x2>
Par suite le champ Z ayant son 1-jet nul est Z = I’f”a%z (& constante multiplicative
pres)et Y =72 = f 8‘972, ou f est holomorphe. La commutation [Y, Z] = 0 implique

que ng =0, ie f = f(x1); reste a exploiter la condition [X,Y]| = Z qui conduit a

I’équation différentielle:
w1 f (x1) —mf(a1) = 27"
Par suite f(z1) = pa",np € C et Y € (Z). Ce qui est absurde.

Examinons le cas 2 ou X; = 3218%1. On sait dans ce cas que X est formellement

conjugué a un champ de type 3318% + b(22) % avec b soit identiquement nul, soit

Oxo

L1
de type 1+2Mpaz2, p>1let peC.

Si X =x1— a Pensemble C(X) des champs commutant & X est:

R ) 9 R
C( ) {M.ﬁﬂla——l-B([I?g)a BEOl,MGC}.
)

Comme Z (en fait il s’agit du champ formel transformé de Z par le difféomorphisme
formel normalisant X ) commute & X et a son 1-jet nul on a:

Z = B(xz)a% v(B)>2,B € O,.

Maintenant la commutation [Y,Z] =0 et YV = 68%2 conduit 4 Y = f (xz)B(xQ)a;;,
f € M;. On termine par [X,Y] = Z qui donne zf (25) = 1. Ce qui est absurde.
Si X = xla%l + B(xQ)ax ,

alors C'(X) est de dimension 2:

C(X) = <xla%,3(x2)a%>.

B # 0,v(B) > 2 (toujours a conjugaison formelle pres),

Par s%ite Z = B(xQ)a%2 (a constante multiplcative pres), puis Y = f(xQ)B(xQ)a%Q,
f € M;. La condition [X,Y] = Z s’écrit encore xyf (22) = 1; ce qui est absurde.
On note que dans ces deux cas, bien que les C'(X) ne soient pas de méme nature, la

démarche est essentiellement la méme.
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Nous terminons par 1’étude du cas résonnant. Dans ce cas le champ X est formelle-
ment conjugué a un champ du type (noté encore X ):

0 0
X =qvi— — pro— + a:la(xfxg)—ax + 2ob(xxd)
1

Ot Oy Oy

avec a,b € Oy, a(0) = b(0) = 0. L’écriture précédente est une décomposition de
Jordan: X =S5+ N avec S = qxla%l — p@aim semi-simple et N =X — §
nilpotent, [S, N] = 0. En particulier un champ de vecteurs (formel) Z commutant
a X commute avec S et N. Par suite on peut écrire:

0 R
+ 2o B(azd)—, A, B € O;.

0
Z = 11 A2l xd) — o

3351

Supposons que 7((S,N)) = 2, i.e. S et N ne sont pas colinéaires. On écrit
Z =eS+0N ou e et § sont dans My. Comme [S,Z] =[N, Z] =0 on a:

Se=Ne=56=Ni=0

et donc ¢ et J sont des constantes. En fait puisque J'Z = 0, la constante ¢ est
nulle, Z = 0N et on peut supposer que o = 1.

Le champ Y qui est proportionnel a Z, Y = 7 avec € M, commute & Z et
par suite N.§ = 0. De plus [X,Y] = X.6N = Z = 0N; par suite N.g = 0 et
X.8 = 5.8 =1. Mais il n’existe pas d’élément 8 € M tel que S.3 = 1. En effet
une "fonction” 8 solution de S.f = 1 s’écrit 8 = alogz, + flogxs + a(aizd), on
(,8) #0 et @ € My. Lecas S et N non colinéaires n’arrive donc pas; reste le
cas S et N colinéaires, ie X = h(2}2)(qz, - 57 — PT2g5; 9y he O, . La commutation
(X, Z] = 0 implique que Z.h(ajzd) =0. Si h n'est pas constante alors Z.z{xd =0
qui implique la colinéarité de X et Z. Ce qui n’arrive pas. Finalement h est constant
et X =qu1-= 690 — ProA— a . On conclut en remarquant que si Y est un champ formel
alors lorsque Ton developpe [X,Y] en séries on ne rencontre pas de termes en les

monomes z(x]z3)" 82 et xo(aizd)" ai Par conséquent la condition [X,Y] =2 #0
n’est pas possible. [ |

4. Cas nilpotent

Nous faisons I’étude du cas X; = .7516%2; ce cas est non trivial puisque nous avons
vu de tels exemples.

4.1. Cas linéaire
C’est le cas a priori simple ou X est conjugué a xla%z; on suppose donc que
X = xla:c Le commutateur C'(X) de X est:

C(X) = (o) -2 + b(ar) ai) a,be 0.

+x
8$2 2

Yx,

Donc le champ Z est de ce type; mais compte tenu du fait que Z; = J'Z = 0 on
aura
0

0
2 =alen)eig 925

X
161’2

+ b(x1) (2 + 9

Yoxy
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avec a et b dans O, b non identiquement nul. On peut supposer que a est un
polynéme, quitte a conjuguer Z par un difféomorphisme de la forme (z1,x2) —
(x1,22 + 6(x1)). Considérons maintenant Y = 5.7, € My qui doit satisfaire
X(B)=1et Z(B) =0, soit:
ap , 0B 86 ap
=1 et — +b
xlaxg et a(x)r? Fr + b(xq) (21 "D +I28x2
Par suite § = 22 + e(z1), avec € € My, 22a(zy)e(xy) et w1b(xy)e(x1) holomorphes,
satisfaisant I’équation différentielle:
de a(x)
8:61 a .le(Il) '

) = 0.

Ce qui impose que Resg(-%) = 0, ou Res,,(*) désigne le résidu de (%) en m. On

z1b
obtient donc la:

Proposition 4.1.  Soit L = (X,Y,Z) avec [X,Y| =2, [X,Z] =1[Y,Z] =0. Si
X = xlaim, L est conjuguée a une algebre de Lie de type Heisenberg engendrée par:

X=wg, V= (24 c(o) fale)otgs + mblan) (e +a252)) el

7 = a(xl)xla —i—xlb(xl)(:clax +x262 )

avec € € My solution de [’équation différentielle 59—5 = =)

o b’ OV @ est un

polynome, b € O1,b # 0 et Reso(77) = 0, r?a(xy)e(xy) et z1b(xy)e(zy) holo-
morphes.

L’Exemple 3.2 correspond & a =0, ¢ =0 et b= z]*
4.2. Cas ou X s’annule sur une courbe

Remarquons que si X = U xl— avec U unité (c’est le cas ou la courbe des zéros est
une feuille du feuilletage Fx ), alors X est conjugué a xlai2 et 'on se ramene au
cas précédent. En effet si ¢ est un difféfomorphisme du type (x1,22) — (21, wzs),

ou w est solution de I’équation différentielle w + xgg—;'; = %7 alors ¢ conjugue X

a xlé%. On suppose donc la courbe des zéros de X de type x; = e(z3), € # 0,
£(0) =£'(0) =0, i.e. X est du type:

0
Oxy’

On peut d’ailleurs par un changement de coordonnées (z1,z3) — (x1,{(z2)) ad-hoc
supposer que &(xy) = 25, p > 2.

X = U(Zlfl —S(Iz))

Nous allons montrer qu’il n’y a pas d’algebre de Heisenberg (XY, Z) avec X =
Uz, — xé’)%. Si tel est le cas le champ Z doit étre tangent a la courbe I' des
zéros de X: I' = {x; = 25}. Supposons Z|I' non identiquement nul. Comme le
champ Y est colinéaire & Z (Y = Z,5 méromorphe) le champ Y|I" est tangent
a I'. Les conditions de commutation avec Z|I' font que les trois champs X|I', Y|’
et Z|I" sont C— colinéaires, donc on ne peut avoir [X|I',Y|I'] = Z|I". On en déduit

que Z s’annule sur I' et par suite s’écrit:

0 0 0 0
_ _ P — _
Z = (n :132)(148961 + B@xg) a(xl,xg)axl + BU(xy :1:'2)a o, 3 € Os.
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De nouveau 'égalité [X, Z] = 0 implique que oo = «(z1) et donc o = 0 (car divisible
par x; — zb). Finalement Z = B.X, ce qui n’est pas possible puisque r = 2.

4.3. Cas X nilpotent a singularité isolée: faits et exemples
Commencons par les exemples suivants; soit

En: <X7Y7Z>7 X :xla;;+hn(xl7x2)<xla;gl+x2 . )7

Oxa

_ n—1 0 0 _an o) o)
Y = woxy (mla—m‘i‘@a—m), Z—%(ha—xl—i-xga—m).

ou n est un entier, n > 1, et h, est un polynéme homogene de degré n non trivial.
11 est facile de voir que tous les £,, sont isomorphes a H. Le choix du champ X € L,
n’est bien stir pas unique puisque chaque X, = X +aY + 07, a,b € C convient.

0
+ xg—)

On a: Xop = xli + (hn(21, 29) + azox? ™! + bx?)(ma—xl O7s

aZEQ
et l'on constate que si n > 2 et h,(0,25) est non identiquement nul alors tous les
X, sont a singularité isolée. Ces exemples sont bien différents des précédents. On
constate dans ces exemples que les champs Y et Z sont homogenes de méme degré.
La proposition qui suit montre que les configurations ci-dessus sont les seules ayant
cette propriété.

Proposition 4.2.  Soit L= (X,Y,Z) C Xy une sous algebre de Heisenberg avec
les notations habituelles, ro(Ly) = 0. On suppose que Y et Z sont des champs
homogeénes de méme degré. Alors a conjugaison linéaire prés L = L, ; c’est a dire a
changement de base prés

X = wngy + ha(wn, w) (0150 + 2250;), Y = 202f ™ (gl + 225%),

7 = x?(xla%l + l’gaim)

ot n+1 estledegré commun de Y et Z, et h, estunpolynome homogene de degré n .

Preuve. Remarquons d’abord que 3 (Y = 37) est rationnelle homogene de degré
zéro, non constante. Comme Z.5 = 0, les champs Z et Y sont colinéaires au champ
radial:
0 0 0
Z =g (t1=— +a0—), Y =Ff(x1— 4+ 29—
9(16)351 289&2) fa(21 . 2 )
ot f, et g, sont des polyndmes homogeénes de degré n. Ecrivons X = X; + X avec
X, linéaire et J'X = 0. Visiblement on a:

(X1,Y]=Z,[X,,Z]=0et [X,Y]=[X,Z]=0.

En particulier X; est non identiquement nul. Notons que f, et g, sont C-
indépendants et vérifient:

X19, =0et X1f, = gn.

Comme g, est non identiquement nulle X; est a conjugaison linéaire pres de I'un
des types:

(a) X; = qxla%l — pxgaim, p et g sont des entiers positifs sans diviseur commun

cas semi-simple) ou
(

(b) X;= 3318%2 (cas nilpotent).
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Si X, est semi-simple, 2723 est une intégrale premiére minimale (au sens de Mattei-
Moussu [8]). De sorte que g, = e(z}23)N, ¢ € C*, N est un entier ad-hoc. Il est
facile de voir que g, n’est pas dans 'image de la dérivation X; et ce cas n’arrive

donc pas.
Ainsi X est nilpotent et a conjugaison pres X; = :1018%2 et Z = x’f(mla% + xgaim)
par suite (a constante multiplicative pres). La condition [X,Y]| = Z implique que

xlaa—x]; =2 et f, = mox? ' + 027, 6 € C. On peut alors par un changement de base

évident supposer que § = 0 (c’est ici qu’intervient un changement de base éventuel).

/ . . zoz !
La nullité des commutateurs [X ,Y] et [Y,Z] implique que % = 22 est une
intégrale premiére de X . Par suite il existe h € O, tel que:
0 0
X =h(r1=— +29—) = hR.
( 1(9.%1 281’2)
Mais de nouveau un calcul explicite de [h.R,27R] = 0 indique que zin est une
1
intégrale premiere de R. Par suite h est homogene de degré n et la proposition est
démontrée. [
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