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Christophe Cornut
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Abstract.  Soit W C O(V) le groupe de Weyl d’un systéme de racines R C V. Si nous avons
a+b+c=0=a +b +c avec a, b et c respectivement W -conjugués a a’, b’ et ¢’ dans V, alors
(a,b,c) est W-conjugué a (a’,b’,c’) dans V3 lorsque a est, dans chaque composante irréductible
de V', colinéaire a un copoids minuscule.
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1. Introduction

Dans un espace affine euclidien A, deux triangles sont transformés I'un dans 'autre
par une isométrie de A si et seulement si les longueurs de leurs c6tés sont les mémes,
c’est-a-dire si et seulement si leurs cotés sont, deux a deux, transformés I'un dans
l'autre par une isométrie de A [4, Proposition 8]. Pour l'espace vectoriel euclidien
sous-jacent V de A, cette propriété élémentaire se traduit ainsi: I'injection

VO3:{(a,b,c)€V3:a+b+c:0}<—>V3

induit une injection de G\Vy' dans (G\V)?, ot G est le groupe orthogonal O(V).
Cela n’est plus nécessairement vrai pour un sous-groupe G' de O(V), comme on
voit en dimension 2 avec G = SO(V'). Lorsque G = W est le groupe de Weyl d’'un
systeme de racines réduit R dans V', la propriété ci-dessus reste cependant vraie
pour les triangles dont I'un des cotés est minuscule; on dit d'un élément a de V' qu’il
est minuscule lorsque |{(a,a) : @ € R;}| < 3 pour toute composante irréductible R;
de R, ou (—,—) est le produit scalaire W -invariant de V. Ainsi:

Proposition 1.1.  Sia € V est minuscule, alors pour toute paire (b,0') d’éléments
W -conjugués de V' telle que a +b et a + b sont également W -conjugués, b et b/
sont déja conjugués sous le stabilisateur W, de a dans W .

Remark 1.2. Si a n’est pas minuscule, le résultat peut étre vrai ou faux. Pour
le systéme de racines de type Ay dans V = {(z,y,2) € R® : x +y + 2z = 0}, on
W = &3, le résultat est faux pour a = (—1,0,1): b= (1,—1,0) et ¥/ = (0,1,—1)
sont W-conjugués, a+b = (0,—1,1) et a+0 = (—1,1,0) sont W-conjugués, mais
b et b’ ne sont pas conjugués sous le stabilisateur W, = {1} de a dans W.
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Inversement, pour les systémes de racines de type B, ou C, dans V = R", qui ont
le méme groupe de Weyl mais pas les mémes éléments minuscules, le résultat reste
vrai pour tout a € V' qui est minuscule pour le systeme de racines dual, C,, ou B, .

Proposition 1.3. Si a € V' est minuscule, l’algébre des fonctions polynomiales
W -invariantes sur V' est engendrée par les fonctions polynomiales W -invariantes
f:V =R et leurs translatées v — f(v+a).

Pour tout groupe fini G agissant linéairement sur V', les G-orbites dans V' sont
séparées par les fonctions polynomiales G-invariantes sur V. La proposition 1.1
résulte donc de la proposition 1.3. Pour leur démonstration, on se ramene au cas
ou R est irréductible et engendre V. On peut aussi supposer que a est non nul,
dominant relativement au choix d’'une base A de R, et quitte & multiplier a par un
scalaire strictement positif, on peut enfin supposer que {(a,a): o € R} C {0,+1}.

On dit alors que a est un copoids dominant minuscule de R. Ce sont ceux des
éléments de la base duale de A qui correspondent aux racines simples de multiplicité
1 dans la plus haute racine positive de R. Le tableau ci-dessous, extrait de [1],
donne pour chaque systeme de racines irréductible réduit les multiplicités des racines
simples dans la plus haute racine positive, et les racines qui nous concernent y ont
été encadrées.

Diagramme de Dynkin avec multiplicités
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On traite séparément chacun de ces cas dans les sections suivantes, en s’appuyant sur
les résultats connus concernant les invariants de W dans 'algebre symétrique S de V'
([1] pour A,, B,, C, et D, et [5] pour Eg et E7). Ony identifie systématiquement
S a l'algebre des fonctions polynomiales sur V' grace au produit scalaire de V. La
translation f(v) — f(v 4+ a) sur les fonctions devient 'automorphisme 7(a) de S
qui envoie v € V C S sur v + (v,a). Il s’agit de montrer que la sous-algebre S, de
SWa engendrée par SV et 7(a)(SV) est égale & SWe.

Je suis arrivé a cette étrange question via la théorie de Hodge p-adique, en étudiant
une stratification des variétés affines de Deligne-Lusztig basée sur une classification
de triangles, qui me semblait plus naturelle que les stratifications connues, basées
sur la classification des cotés de ces triangles. Les résultats de cet article montrent
que les deux approches sont équivalentes dans le cas minuscule. Je remercie Ariane
Mezard de m’avoir encouragé a traiter les cas exceptionnels.

2. Lecasde A,
Soit n un entier positif. Références pour cette section: [1, Chap. VI, §4, n°7].

2.1. On munit V,y; = R™™ du produit scalaire ((z;),(y;)) = > @y et de
la forme quadratique g(z) = 3(z,2). On note [,4; = Z", e = (1"™) € L4,
V, Dorthogonal de e, et A, = I,;1 NV, = {(z;) € I,11 : > x; = 0}. Clest un
réseau pair d’indice n 4+ 1 dans son dual A* C V,,, qui est engendré par ses racines

R, ={a € A, :q(a) =1}, de base et diagramme de Dynkin donnés par

aq 1 -1
Qg 1 -1
. . ap — Qg — — Qy
o, 1 -1
La plus haute racine est oy + -+ «,. Pour r € {1,-+- ;n} et s=n+1-—r,
1 *
a, = Syt S, =Ty, —r | € A
n+1\ s ——
7 termes s termes

est dominant minuscule, orthogonal a toutes les racines simples sauf «,., avec

s
alar) = 5o 27y

On note W, le groupe de Weyl de R,,. On étend son action sur V,, a V,,,1 =V, LRe
par I'action triviale sur Re. On obtient ainsi 'action usuelle de W,, = &,,41 sur
V.41, par permutation des coordonnées. Le stabilisateur de a, dans W, est le
sous-groupe W,._1 x W,_1 = G,. X G, qui permute entre elles les r-premieres et les
s-dernieres coordonnées. Il agit sur 'orthogonal V,_; 1V, ; de a, dans V,,, ou I'on
a posé

Vici = {(5517 T 73%03) : Z% = 0}7
et ‘/;—1:{(0T7y17"' 7y8) Zylzo}

2.2. On note S, C S,,11 les algebres symétriques de V,, C V41, donc

Sule] = Spi1 et S)[e] = Spii.
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Il est bien connu que S, "“ est une algebre graduée de polyndémes engendrée par

les polynomes symétrlques ¢lémentaires en v € V. D’apres les relations de Newton
de [2, Chap. IV, §6, n°4, Lemme 4] ou [5, §3|, cette algeébre est aussi engendrée par

Ui:Zvi pour i={l,--- ,n+1}

veY

ou V est la &, -orbite de v; = (1 0,---,0) dans V,,,;. Comme e = vy est fixé
par W, = 6,11 et a4 = v; — n+1€ est la projection orthogonale de vy sur V,,

V=A+ n_+16 ou A est la W, -orbite de a; dans V,,, donc

i

v, = Z(a + n_+1€) Z (i) a;- (nile)i_j dans S e]

acA 7=0
avec a; =y ,a" dans S,. On a donc aussi S, "“ = Rlag, -+, ap41][€] et
Sp =Rlag, -+ apia].

2.3. La W,-orbite A C V,, de a; se décompose en deux W,_; x W,_-orbites,
B’ et C', de cardinal r et s, avec a; € B’ et

B':{aeA;(a,ar)zi} ot C’:{aeA:(a,ar): " }

n+1 n+1
Les projections orthogonales B et C' de ces orbites sur V,_1 1LV, _; C V,, sont
B=B—-1ta=W,_;-1(r—1,(-1)"0°) CV,4
C=C+1la, =W, - 1(07,s=1,(-1)"") CViy
Comme ci-dessus, on a donc

SVt Z Rlby, -, b, et SV =Ry, 0]

r

ol b; =Y, pb et ¢;=> . -c¢. Comme S, =S5,_1®S,_1[a,], on obtient

SZVT_lst_l = SWT ' ®SWS 1[ r] :R[b% 7br7c27"' 7cs>ar]-

2.4. Onnote 7 = 7(a,) € Aut(S,) et S la sous-algebre de S}Vr=1*Ws-1 engendrée
par S"» et 7(SY"). On se propose de montrer que S = SWr—1*Ws-1 et il suffit
pour cela de vérifier que a, et tous les b;, ¢; sont dans S.

2.5.  Soit ty =) .p a®. Clest un élément de degré 2 de S)' et

(1—1)(rg) = Z(oz—i—(a,«7 P —a?=2 Z(a+l)2—a2:4 Z a+2|R7ﬂ

acRy a€RE a€RS

ou RY ={a € R, : (a,a,) = 1} est de cardinal rs et stable sous W,_; x W,_;.
Puisque VnWr71XW371 = RCLT, ZaeRi a = )\ar avec A(araar) = ZRi (CLT,Oé) = |R7J—Lr|7
donc A =n+1. Ainsi, 4(n + 1)a, = (1 — 1)(v2) —2rs et a, € S.
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2.6. Comme A= B'[[C", a; =0+ avec bj =", pb et =3 . Ona

i

(7= D =3 () () 70+ (7))

J=0

Or a; et (7 — 1)a;,; sont dans S. Puisque la matrice

(& &)
n-sl—l n_—lrl

est inversible, on en déduit par récurrence sur i que b{ et ¢, sont dans S pour tout
1€ N. Or B:B’—%ar et C:C/+%ar,d0nc

% %

b= (1) (—ta) 70 et o= (i) (ta)

Jj=0 Jj=0

sont également dans S'.

3. Lescas D,, B, et C,

Soit n un entier positif, qui sera supérieur ou égal a 2 dans les cas B, et C,, et
supérieur ou égal a 3 dans le cas D,,. Références: [1, Chap. VI, §4, n°5, 6, §].

3.1.  On munit V,, = R™ du produit scalaire ((z;), (v;)) = >_ x;y; et de la forme
quadratique ¢(z) = (z,z). On note I, = Z" et D, = {(z;) : > x; = 0 mod 2}.
C’est un réseau pair d’indice 4 dans son dual D} C V,,, qui est engendré par ses

racines RY = {a € D,, : g(a) = 1}, de base et diagramme de Dynkin donnés par

(0%} 1 -1
Qo 1 —1
Qp — Qg — 0 Qp-2 — Op—1
A1 1 —1
b I 1

La plus haute racine est oy + 2as + - -+ 4+ 20,9 + a1 + a,’? et

= (1,
d:%( 1—U
(L)

sont les poids dominants minuscules, orthogonaux a toutes les racines simples sauf
respectivement ay, a,—1 et a. Ona q(b) = 5 et g(c) = ¢(¢/) = 2. Le groupe de

Weyl est Wp = {£1}1 xS, ou {£1}? = {(¢;) € {£1}" : [[e&; = 1}.

3.2. C’est un sous-groupe distingué de W,, = {£1}" x &,,, qui est le groupe de
Weyl commun aux deux systemes de racines duaux de type B, et C,,

C =

R}y ={tet¢:1<i<j<n}U{te:1<i<n}
R ={te+e¢:1<i<j<n}U{£2e:1<i<n}
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ou ¢ = (d;;); est la base canonique. Des bases de ces systemes sont données par

a; 1 —1 a; 1 —1
Qo 1 -1 Q9 1 -1
: et
Q1 1 -1 Qp_1 1 -1
aB 1 al 2

Leurs diagrammes de Dynkin sont

Qp — - —an_1:>:aff et o — --- —an_1:<:ag,

leurs plus hautes racines sont
a1+2a2+~~~+2an,1+2af et 2041—1—‘”—1-2(1”,1—1-045,
et leurs poids dominants minuscules sont
b= (1,0,---,0) et c=21(1,---,1),

orthogonaux a toutes les racines simples sauf, respectivement, a; et a. On note
Wy ~ {£1}"1 x &,,_; et W, =~ &, les stabilisateurs, V;, = {(z;) : 21 = 0} et
Ve ={(z;) : > x; = 0} les orthogonaux de b et ¢ dans V,,, et S, S. C S, les algebres
symétriques de V4, V., C V,,. On note 5 = 7(b) et v = 7(c), S, la sous-algebre de
SWe engendrée par SV et B(SW"), et S. la sous-algebre de S¢ engendrée par
SWn et v(S"). On se propose de montrer que S, = S et S, = SMVe.

3.3. On note B la W, -orbite de b, qui a 2n éléments. Elle se décompose en
trois Wj-orbites, les points fixes £b et leur complémentaire B’, qui est orthogonal
a b, et en deux W -orbites B et B~ = =BT, avec B* ={z € B: (z,¢) = +3}.
On note A la projection orthogonale de BT sur V.. C’est la W_-orbite de

1

_<n_17_17 7_1) S

n

On a SWo = S (] et SWe = SWe[c]. D’apres [5, §3], ou en adaptant la preuve de
[1, Chap. VI, §4, n°5 (IX)] en y remplacant les polynémes symétriques élémentaires
par des sommes de puissances comme en 2.2, on sait que

SXVH = R[b27 b47 e 76271] avec bl - ZIGB [pi
SZVb = R[ /27 ﬁla >b/2(n71)] avec b; = ZyEB’ yi

SWe = Rlag, a3, -+ ,a,] avec O; = Y .4 Pe
Comme dans le cas de A,,, on vérifie que
(B—1 =4(2n —1)b+22n—1) et (y—1)15 =8(n+1)c+ (n* +n)

ol t5 = 3 epp @ et v§ =3 pca? sont fixés par W, donc b€ S et c € S..

Puisque B = {£b}[[ B’, by = 2% + b}, et by, € S}, pour tout i, donc S, = S)».
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D’autre part, by; = 2b3; ou b = > 5.y, donc by, € S’ pour tout i. Or
(v —1)b3. = 231—01 (%) (3)%77b), donc b/ € S. pour tout i par récurrence. Enfin
A= Bt —2c, donc q; = Z] o (5) 6] (Z2e)7 € S, pour tout i, et S, = S).

3.4.  Soient maintenant Wy, W2 et W3 les stabilisateurs de b, ¢ et ¢’ dans W} .
On note S,, S, et S, les sous-algebres de SZV’?, SV et SWO' engendrées par Syn
et son image par, respectivement, 5 = 7(b), v = 7(c) et 7 = 7‘( ). On vérifie que
We = W,, donc S =8, C S° C SZVE = SWe je 8¢ = S ¢ Puisque ¢ et ¢

WO

O/:Sn

Il reste a montrer que S; = S D’apres [5, §3] ou [1, Chap. VI, §4, n°8 (IX)],
Spn = SWnlo] avec 0 = [Lcp+ . et de méme SbWb = 5[] avec ¥ = [[,epn @
ou Bt = B’N B". On voit donc que

sont conjugués sous W, , on a de méme S

St = 8, ] = 5[0, 0] = SR

Puisque S"» = S, C Sj, il reste & vérifier que o' € S;. Or BT = {b} U B'T, donc
0 =00, et (B—1)(2) = (B(b) — b)d =0 est dans S puisque 0 est dans Sy n

3.5. Une remarque. Soient C' et (" les Wy -orbites de cet ¢. Alors ¢; = Y ¢/’
et ¢ => e y' sont fixés par W? et échangés par tout élément de W, \W° D’apres
ce qu1 précede, il existe un unique couple (¢9,¢}) de S tel que ¢; = ¢ + c}0 et
¢; = ¢ —¢}0. Pour i = n, un calcul dans l'algebre de polynomes S, = R[x x € By]
montre que ¢} = 2 # 0, donc 0 = 4(c, —¢},) et S = SWnlc, ] = SWn[¢! ] Lorsque
n est impair, ' = —C, donc ¢; = (—1)’¢; pour tout i, et ¢, = 20 = —c,.

4. Les cas Eg et E-,
Références pour cette section: [1, Chap. VI, §4, n°10, 11, 12].

4.1. On munit Vg = R® du produit scalaire ((x;), (y;)) = >_ z;y; et de la forme
quadratique ¢(z) = 3(z,z). On note Iy = Z", Dy = {(z;) € Iy : > x; = 0 mod 2},
et Bs = Dg+ Z(3,-++ %) ={(z;) € Z2U (A + Z)® : > x; € 2Z}. C’est un réseau
unimodulaire pair, engendré par ses racines Ry = {«a € Eg : q(a) = 1}, de base

(03] 1 —1
(6] 1 -1
Qa3 1 —1
Oy 1 —1
(673 1 -1
Qg 1
[07%4 1 1
-1 o
2 2

@ 3 2 T 2 2 2
et de diagramme de Dynkin

dp — O — (g — Oy — 5 — Oy — QO3

Qg
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4.2. On note V7 = {(x;) : > x; = 0} lorthogonal de ag dans Vs. Alors
E7; = V7N Eg est un réseau pair d’indice 2 dans son dual EX C V7, est engendré par
ses racines Ry = V; N Rg = {a € E; : q(a) = 1}, de base et diagramme de Dynkin

(&1 1 —1

Qo 1 -1

Qa3 1 -1
Oy 1 -1 a1 — Qg — (g — Oy — Oy — Opg
(0731 1 —1

Qg

/
Q7

N [= =t

1
2

N |

;-1 -1 -1 -1 1
Q7 5 3 2 2 2

La plus haute racine est oy + 2 + 3as + 4oy + 3as + 206 + 2074, et le vecteur

1/3 -1  -13
(2 =... =72 E*
¢ 2(2’2’ ’2’2)67

est I'unique élément dominant minuscule de E%, orthogonal a toutes les racines
simples sauf a;. On a ¢(a) = %. On note W5 le groupe de Weyl de R7, de cardinal
|Wy| =210.3%.5.7; c’est aussi le groupe orthogonal O(E;) de E;.

On note A la W;-orbite de a dans V7.

4.3. On note Vg lorthogonal de a dans V;. Alors Eg = Vg N E; est un
réseau pair d’indice 3 dans son dual Ef C Vg, qui est engendré par ses racines
Rs =Vs N R; = {a € Eg: g(a) =1}, de base et diagramme de Dynkin

o 1 -1

Q3 1 —1

iy 1 —1
(0731 1 -1
o7

N =

;-1 -1 -1 -1
S s R M)

sont les éléments dominants minuscules de Ef, orthogonaux a toutes les racines
simples sauf respectivement s et ag. On a q(b*) = % On note Wy le groupe de
Weyl de Rs. Clest le stabilisateur de a dans W, il est de cardinal |[Ws| = 27-3%-5,
donc |A] = 2% .7 =56. Le groupe orthogonal de Fg est O(Fg) = Wy x {£1}.

On note BY et B~ les Wg-orbites de b™ et b~ dans Vj.

4.4. Pour € € {4, —}, on note V l'orthogonal de b¢ dans V5. Alors Ef = VENEg
est un réseau pair d’indice 4 dans son dual Ef* C Vi, qui est engendré par ses racines
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R =VEN Rg ={a € Ef : q(a) = 1}. Pour € = +, une base de R est

Qa3 1 —1
g 1 —1
(071 1 -1 a3 — Qg — 05 — Qg
(673 1 —1
o, =L =L =1 -1 1 1 1 1
T2 2 2 2 2 2 2 2

/
Q

la plus haute racine est az + o + ag + 204 + 205 et les vecteurs

¢t =1(-1,-1,1,---,1,-3,1) et df=£(=3,-3,7,—1,---,—1,3)

de ES* sont dominants minuscules, orthogonaux a toutes les racines simples sauf
respectivement o et as. Pour € = —, une base de R; est

(0%)] 1 —1

Qs 1 -1

Qg 1 —1 Qg — Qg — Oy — Q5

(0731 1 —1

/o=l -1 -1 -1 1 1 1 1
X 5 3 3 2T 2 2 3 3 ,

Q7
la plus haute racine est ay + as + of + 2a3 + 20y, et les vecteurs

C_:z_ll(_]‘737_1’”.7_17171) et d- = (_371a"'717_773?3)

1
8
de E; " sont dominants minuscules, orthogonaux a toutes les racines simples sauf
respectivement ay et as. Pour € € {+,—}, on note W¢ le groupe de Weyl de
Rg. Clest le stabilisateur de b dans W, il est de cardinal |IW¢] = 27-3-5, donc
|B€| = 23 = 27. Le groupe orthogonal de E¢ est O(ES) = WE x {£1}.

On note C¢ et D¢ les W¢-orbites de ¢ et d° dans V. Le stabilisateur de c*
(resp. d°) dans W{ est le groupe de Weyl d'un systeme de racines de type Dy
(resp. Ay), il est de cardinal 2°-3 (resp. 2%-3-5), donc |C¢| =10 et |D¢| = 16.

4.5. Revenons a F7; et a la Wr-orbite A de a. Puisque |A| = 56 et W;
contient Sg et {£1}, A est 'ensemble de tous les vecteurs obtenus par permutation
des coordonnées de :I:%(%, %, ’71, e ,’71) Considérons sur A x A la fonction W5-
invariante définie par d(z,z') = ¢(z —2’) = 2 — (x,2’). On vérifie qu’elle est & valeur
dans {0,1,2,3}, que c’est une distance, et que d(z,z') + d(z, —2z') = 3. En fait,
I'ensemble A muni de la relation d’incidence z ~ 2’ <= d(z,z’) =1 est le graphe

considéré dans [3]', dont d est la distance, et W5 le groupe des automorphismes.

4.6.  On en déduit d’abord une partition de A en quatre parties stables sous Wy,
échangées deux a deux par —1 € Wr: les points fixes {a} et {—a}, et deux parties
a 27 éléments, AT et A~ = —AT, qui sont respectivement définies par

At ={re A:d(a,z) =1} et A ={re A:d(a,z)=2}

! Avec les notations de [3], 'identification de Q = P U P* avec A se fait en associant & p, € P

(resp. pi, € P*) le vecteur de coordonnées x; = 3 (resp. —2) pour i € a et z; = —% (resp. 1)

pour i ¢ o, ot a décrit I'ensemble ®2) des parties & deux élements de ® = {1,--- ,8}.
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D’autre part, on vérifie que

at = bt +3a = 7(-1,3,-1,---,-1,3) € AT

et a” = b —ia = $(-3,1,---,1,-3,1) €A

Pour € € {+, —} et puisque |B¢| = 27, il en résulte que A° = B+%a est la Ws-orbite
de a®, et que B¢ est la projection orthogonale de A¢ C V7 sur V. En particulier,
les Ws-orbites BT et B~ sont échangées par —1 € O(Fg). Puisque la restriction
de d & A® est a valeur dans {0,1,2}, on obtient ensuite une décomposition de A*
en trois parties stables sous W¢: le point fixe {a‘}, et les sous-ensembles

Ce = {xeA:daz)=2} e DS = {xe€ A :d(a,x) =1}

qui ont respectivement 10 et 16 éléments. Leur projection orthogonale sur V4 donne
une décomposition analogue de B¢ en trois parties stables sous W¢: le point fixe

{b°} et des sous-ensembles Cg = C5 — za et D§ = D5 — Sa, caractérisés par

G = {veB:lut)=F} e Dy = {yeB:(yb)=4}.
On vérifie enfin que
c—db+ta € Cf et d+i+lea € D

donc -3 e C§ et A+ € D

Puisque |C] =10 et |[D¢| =16, il en résulte que C§ = C° — 3b° et D§ = D + $b°.
On en déduit que les W¢-orbites C° et D de Vi sont les projections orthogonales
des W¢-orbites que sont finalement C¢ et D5 dans V7, ou Cg et D§ dans V.

4.7. Soient Sf C Sg C S7 les algebres symétriques de Vi C Vg C V7. On a donc
SWe — GWWs[g] et Sp'° = (SE)Wi[be]. 11 résulte de [5)2 et de la remarque 3.5 que Si'e
et (S5)™s sont les algébres graduées respectivement engendrées par

by =) b pouric{2,5,6,89,12},
beBe
¢ = Z ¢ pouri€ {2,4,6,8} et 0= Z d" pouri=5.
ceCe deDe

Soient 7 = 7(a) et 7 = 7(b°). Notons S7 la sous-algébre de S)'° engendrée par
SV et 7(SY7), et 8§ la sous-algebre de ng56 engendrée par S§'° et 7¢(Sg'¢). On
se propose de montrer que S; = S;/V S et Sg= ng *. 1l suffit donc de montrer que
(1) a et tous les by sont dans S7, et (2) b et tous les ¢§, 05 sont dans Sf§.

4.8. Posons t75 = > . Ry a? et vy = Y ac Re a?, qui sont respectivement dans
SP7 et S§’®. On vérifie comme dans les cas précédents les relations

(T — 1)<t7’2) =54+ T72a et (’7'6 — 1)('C672) =32+ 48()6,
donc a € §7 et b° € Sj.

2Avec les notations de [5, § 2.1] pour Es, (yi,71, -+ ,%6,y2) est la base duale de la base
canonique de Vg, —%(yl —y2) + %S’l — zg est la forme linéaire (b, —) sur Vg, et les générateurs
I, de Mehta pour S§'® sont donc nos b, = (—1)*b pour k € {2,5,6,8,9,12}.
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4.9. Notons a; =Y _, ', un élément de degré i dans ST Comme
A= A{a}[TATTI(=AN]T{~a}

on voit que a; = 0 pour i = 1 mod 2, tandis que a; = 2(a’ + a;") pour i = 0 mod 2,
avec af =3 . 2. Comme a' et (7 —1)(a’) = (a+ 3)" — a’ sont dans Sz, on en
déduit que a3; et (7 —1)(a3;) sont dans S7 pour tout ¢ € N. Or (a, A*) = 5, donc

2i—1
(r—Daf = 3 (@4 1% - % = 3 (%) 272
zeAt 7=0

et a; € S7 pour tout i € N par récurrence. Enfin, BT = AT — %a, donc

7

6f = 3 (o= da)' = 3 (5) (=) e € 8-

zeA+ =0
: We
On a donc bien S7 = S;°°.

4.10.  Comme B¢ = {0} [C{] 1D, on voit que b = (b°)" + €5 + DS on

Q:E:Zyi et @szzi.

yeClg z2€Dg

Comme (b)" et (75— 1)(b)" = (b° + 3)° — (b°)" sont dans S§, on en déduit que
€+ D5 et (7°— 1)(€5 +D5) sont dans S§. Or (b5, C§) = 22 et (b5, D§) = 3, donc

3

(= & 4D = 3 (1) - (~2)€ + (1)9D5) .

J

I
<)

: 11\ : . L , .
La matrice ( =21 ) étant inversible, on en déduit par récurrence sur ¢ que € et Of

sont dans S§ pour tout ¢ € N. Comme enfin C° = C§ + 30° et D = D§ — 1b°,

i

=2 s =2 ()G

yeCs j=0
et 0= (z—1b) =) () (F)DS
zeD§ j=0

5 . W
sont également dans S§: on a donc bien S = 55" .

References

[1] N.Bourbaki: Eléments de Mathématique, Groupes et Algébres de Lie, Chapitre IV @
VI, Hermann, Paris (1968).

[2] N.Bourbaki: Eléments de Mathématique, Algébre, Chapitres IV & VII, Masson, Paris
(1981).



968 CORNUT

[3] B.N.Cooperstein: A note on the Weyl group of type E7, European J. Combin. 11
(1990) 415-419.

Euclide d’Alexandrie: Les Eléments, Livre I, Erhard Ratdolt, Venice (1482).

=

[5] M.L.Mehta: Basic sets of invariant polynomials for finite reflection groups, Comm.
Algebra 16 (1988) 1083-1098.

Christophe Cornut, CNRS — IMJ-PRG, Sorbonne Université, Université de Paris, Paris, France;
christophe.cornut@imj-prg.fr.

Received May 11, 2020
and in final form April 1, 2021



