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Abstract. Let K be an algebraically closed commutative field of characteristic 0. We prove
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1. Introduction

Dans toute la suite, K désigne un corps commutatif algébriquement clos de carac-
téristique nulle. Les algebres de Lie considérées sont de dimension finie et définies
sur K. Soit g une algebre de Lie algébrique et G un groupe de Lie algébrique
affine connexe d’algebre de Lie g. On munit g*, l'espace dual de g, des actions
coadjointes de g et de G. Etant donnée une forme linéaire g € g*, on note g(g)
son stabilisateur dans g. On identifie g(g)/3, ou 3 désigne le centre de g, avec son
image dans gl(g).

Une algebre de Lie est dite quasi-réductive si elle possede une forme linéaire de
type réductif, c’est-a-dire dont le stabilisateur pour 'action coadjointe est, modulo
le centre de l'algebre de Lie ambiante, une algebre de Lie réductive dont le centre
est formé d’éléments semi-simples. La notion de quasi-réductivité a été introduite
par Duflo dans [4] et développée dans [5] pour son importance dans la théorie des
représentations. A l'exception du type A ou C', les sous-algebres paraboliques
d’une algebre de Lie simple ne sont pas toutes quasi-réductives (voir [14] pour le cas
classique et [6] pour le cas exceptionnel). Dans [5], Duflo, Khalgui et Torasso ont
caractérisé les sous-algebres paraboliques de so(n,K) qui sont quasi-réductives en
termes de drapeaux de sous-espaces totalement isotropes stabilisés par ces algebres.

Dans [11] Kosmann et Sternberg ont introduit une classe d’algebres de Lie reliée a
celle des algebres de Lie quasi-réductives: disons qu’une algebre de Lie est stable
si elle possede par définition un voisinage dans le dual dans lequel les stabilisateurs
des formes linéaires (dites stables) sont tous conjugués entre eux.
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projet Erasmus Mundus Al-Idrisi.
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D’apres [5], toute algebre de Lie quasi-réductive est stable. En revanche, il existe des
algebres de Lie stables qui ne sont pas quasi-réductives (voir [1, Exemple 2.2.9]). Les
sous-algebres biparaboliques forment une classe intéressante (incluant la classe des
sous-algebres paraboliques et de Levi) d’algebres de Lie non réductives en général.
Elles sont par définition les intersections de deux sous-algebres paraboliques de
g dont la somme est g. Dans [14], Panyushev conjecture qu'une sous-algebre
biparabolique d’une algebre de Lie réductive est stable si et seulement si elle est
quasi-réductive.

Le but principal de cet article est d’achever la démonstration de cette conjecture.
Celle-ci a déja été démontrée dans de nombreux cas: pour ce qui concerne les sous-
algebres biparaboliques des algebres de Lie simples classiques de type A, B ou C,
le probléeme se rameéne au cas des sous-algebres paraboliques (voir [14]). Dans le
cas de type D, il y a deux types de sous-algebres biparaboliques. D’une part celles
qui stabilisent une paire de drapeaux opposés de sous-espaces totalement isotropes,
pour lesquelles le procédé de réduction de Panyushev ramene encore le probleme au
cas des sous-algebres paraboliques. D’autre part celles qui stabilisent une paire de
drapeaux croisés de sous-espaces totalement isotropes, lesquelles sont toutes quasi-
réductives (voir [8] ou [15]). Dans [1], [2] et [14], on trouve une réponse positive
a cette conjecture pour le cas des sous-algebres paraboliques d'une algebre de Lie
réductive. Par conséquent et compte tenu de ce qui précede, il suffit de traiter le
cas des sous-algebres biparaboliques d’une algebre de Lie simple exceptionnelle qui
ne sont pas des paraboliques. Soit alors q = g »» une sous-algebre biparabolique
d’une algebre de Lie g simple exceptionnelle (voir section 2). Comme conséquence
du lemme 2.6, on ramene 1’étude de la stabilité des sous-algebres biparaboliques q au
cas de rang (voir la définition 2.1) nul et d’indice strictement positif. Compte tenu
du lemme 2.5, il nous suffit d’étudier les sous-algebres biparaboliques q vérifiant la
condition (x) suivante

k. +k,» = rang (g) + dlm(Eﬂ-/ N Eﬂ-//), k. + Kk, > rang (g) et IC(’/T/) N ’C(WH) =0 (*)

En se basant sur le théoreme 3.6, on montre que les sous-algebres biparaboliques
vérifiant la condition (x) sont quasi-réductives si et seulement si elles sont stables
(voir les sections 3 et 4 ci-apres). La démonstration utilise des calculs effectués par
GAP4. Notons que GAP4 n’est pas adapté au calcul formel et ne permet pas le
calcul du stabilisateur de formes linéaires génériques. Notons aussi que 'utilisation
de GAP4 pour ce type de problémes n’est pas nouvelle (voir par exemple [6])

2. Rappels et réduction au cas de rang nul

Soient g une algebre de Lie, g* son dual. L’indice de g, noté indg, est la dimension
minimale des stabilisateurs dans g d’un élément de g* pour l'action coadjointe.
Il a été introduit par Dixmier dans [7] pour son importance dans la théorie des
représentations et la méthode des orbites.

Rappelons qu'une forme linéaire g € g* est dite fortement réguliere si elle est
réguliere (i.e dimg(g) = indg) de sorte que l'algebre de Lie algébrique g(g) est
commutative et de plus 'unique facteur réductif j de g(g), qui est un tore algébrique,
est de dimension maximale. L’ensemble gj,.., des formes fortement régulieres est un
ouvert de Zariski G-invariant non vide de g* (voir [3]).
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Definition 2.1. (voir [4]) Soit g une algebre de Lie algébrique sur K. On appelle
rang de g sur K et on note rang(g) la dimension commune de ses sous-algebres de
Cartan-Duflo.

Dans [16], on trouve une caractérisation purement algébrique des formes linéaires
stables:

Lemme 2.2. Si g est une algébre de Lie algébrique et f un élément de g*, on a

[ est stable si et seulement si [g,g9(f)] Na(f) = {0}.

Remarque 2.3. D’apres [5], si g est quasi-réductive, les formes linéaires régulieres
de type réductif sont exactement les formes linéaires fortement régulieres. De plus
elles sont stables. Par suite, toute algebre de Lie quasi-réductive est stable. |

Dans cette partie, on renvoie a [17] et [6] pour les concepts généraux utilisés.

Soient g une algebre de Lie semi-simple sur K, G son groupe adjoint, K sa forme
de Killing, h une sous-algebre de Cartan de g, et A le systeme de racines du couple
(g,h). On fixe une base m de A (que l'on note alors A, ), et on désigne par A
(resp. A7) l'ensemble des racines positives (resp. négatives) associé. Pour toute
partie 7' de 7, on note Zxn' (resp. N7’) I'ensemble des combinaisons linéaires a
coefficients dans Z (resp. dans N) des éléments de 7’. On pose

zﬁﬂ/ZZZXFFWZﬂJ,ZX;ZZ‘AWTWINW/::ZXXFWle.

Ainsi si 7’ est non vide, A, est un systéme de racines dont 7’ est une base de
racines simples et A, est I'ensemble des racines positives correspondant. Il es clair
que si 7 est vide, Ay est vide.

Si a € Ay, g* est le sous-espace radiciel associé a a. On pose

nt = Z g%, b*=pant.
aeAf
On désigne par h, l'unique élément de [g*, g—“] tel que a(h,) =2. Si A € h*, on
écrit (A, a¥) pour A(h,).
On garde les notations précédentes et on désigne par p7, la sous-algébre parabolique
de g engendrée par b* et les g=*, a € 7’. On note p_, la sous-algebre parabolique
opposée & pt,, i.e. la sous-algebre engendrée par b~ =hdn~ et les g%, a € 7.

Soient 7', " deux parties de m. On note g~ U'intersection de deux sous-algebres
paraboliques pY, et p_,. La sous-algébre q. . est dite sous-algébre biparabolique
associée a m' et «”. Il est bien connu que toute sous-algebre biparabolique est
conjuguée a une des qn/ .

Si v € g et aest une sous-algebre de g, on note ¢, la forme linéaire sur a définie
par ¢,(z) = K(v,x) pour tout = € a. Si a = g ., 'application v — ¢, induit un
isomorphisme d’espaces vectoriels de 7 sur (g )".

On fixe une base {hq,...,ly} de h. Si a € A, on désigne par X, un élément non

nul de g®. Alors {h;;1 < i <1} U{X,;a € A} est une base de g, dont on note
{h};1<i<Il}U{X};ae A} la base duale.
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Soit S une partie de 7. Par récurrence sur le cardinal de S, on définit un sous-
ensemble connexe, noté IC(S), appelé Cascade de Kostant de I’ensemble des parties
de S (voir par exemple [17]). On note €5 la plus grande racine de Ag. Cette
construction est due a Kostant (voir [12] et [13]).

Pour 7’/ une partie de 7, on note k. le cardinal de (') et & l'ensemble des
racines ex, avec K € K(n') (pour plus de détails, voir [2] ou [6]). On note
E an (resp. Eg) le sous-espace de h* engendré par & U & (resp. Ep). Ainsi,
dim Eﬁlﬂru == kﬂ/ + k7r// — diHl(EW/ N EW//) .

Soit f la restriction a q ,» de
Z CLKX;K + bLXiEL,
KeK(x") LeK(n")

ou les ax et les by sont des scalaires non nuls. Il existe un ouvert de Zariski
dans CF) % CF™) tel que pour ((ax)kex@ys (br)Lex(xy) dans cet ouvert f soit
réguliere (c’est une conséquence de [10] et [18]). D’apres [10], on a

ind (qﬂlﬂru) = (rang (g) — dim Eﬁlﬂrn) + (kﬁl + k,» — dim Eﬁzﬂru), (1)

Remarque 2.4. Comme dim E/ » = ky + ky» — dim(E N Ezv), on obtient:
ind (g -~) = 0 si et seulement si E NE = {0} et ky + k,» = rang(g).

Lemme 2.5. (wvoir [18]) Soit f comme précédemment. On suppose que f est
réguliere. Alors, qu . (f) contient une sous-algébre commutative, formée d’éléments
semi-simples, et de dimension:

rang (9) — dim Eﬂ"Jr” + C&I‘d(’C(ﬂ") N IC(?T//))_

Le lemme et la proposition qui suivent permettent de ramener I’étude de la stabilité
des sous-algebres biparaboliques au cas de rang nul.

Lemme 2.6. (voir [1]) Soit g une algébre de Lie algébrique, j une sous-algébre de
Cartan-Duflo de g et @ le centralisateur de j dans g. Alors

g est stable si et seulement si g est stable.

Proposition 2.7.  Soient g une algebre de Lie simple, q une sous-algébre bi-
parabolique de g et j une sous-algébre de Cartan-Duflo de q. On note ¢ le central-
isateur de j dans q. Alors, on a

¢ =50 ®q",
ot 3a; est le centre de @ et q' est une somme directe de sous-algébres biparaboliques
de rang nul de sous-algebres de Lie simples de g.
Preuve. Soit h une sous-algebre de Cartan de g contenant j et contenue dans
g. Onadimj>0etjChCgCgetg=bd (Dacaal—o8a)- I est immédiat
que I'algeébre de Lie ¢'/j est de rang nul.

Soit a1 = {h N (Naj,—o ker @)} qui n’est autre que le centre de g'. Ainsi, on a

=30 00909 .0,

ou les g;, pour 1 <17 < k, sont des algebres de Lie simples puisque 'algebre de Lie
g est réductive.
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Comme chacune des sous-algeébres de Lie g! et g;, 1 < i < k est somme directe
de son intersection avec h et des sous-espaces radiciels sous l'action de h qu’elle
contient, on a ¢ = 3, D! avec ¢! somme directe des sous-algébres biparaboliques
q)=¢q Ng des g;, 1 <1<k qui sont de rang nul. n

3. Stabilité des sous-algebres biparaboliques qrs

Soit g une algebre de Lie simple de type exceptionel, h C g une sous-algebre de
Cartan et m une base de racines simples du systéme de racines de h dans g. Soit
q = ¢, »» une sous-algebre biparabolique standard de g, ou 7’ et 7" sont des parties
de m. Compte tenu du lemme 2.5, si q est de rang nul, on a

kwl -+ kwﬂ = rang (g) + diHl(Eﬂl N EWN) et IC(?T/) N IC(7TN> = Q)
auquel cas ind (q) = ky + ky» — rang (g). (2)

Notons bien que toute algebre d’indice nul est une algebre de Frobenius (donc quasi-
réductive). Par suite, il nous suffit d’étudier les sous-algebres biparaboliques vérifiant
la condition (%) suivante

Ky + ko =rang (g) + dim(E, NE.), ky + ke > rang (g) et K(7') N K(7") = 0.

Remarque 3.1. (1) Parmi les sous-algebres g~ qui vérifient la condition (x), il
en existe qui:

- sont quasi-réductives.

- qui sont de rang nul et d’indice strictement positif.

- qui sont de rang non nul et non quasi-réductives.

(2) Si g est une algebre de Lie quasi-réductive, alors I’ensemble des formes fortement
régulieres sur g est I'ensemble des g € g* telles que g(g) =j @ “3, avec j un tore
et “3 le radical unipotent du centre 3 de g (voir [[5], Théoreme 3.4.1]). Compte
tenu de ce résultat et comme son centre est nul, une sous-algebre biparabolique qui
vérifie la condition (x) est quasi-réductive si et seulement si son rang est égal a son
indice. [

Désormais, on suppose que q vérifie la condition (%) et on désigne par A le sous-
espace vectoriel de q* engendré par {X[,§ € Em} U{X £ € En}. Alors

dim(A) = kv + k,» > ind (q).

Dans cette partie, on ramene ’étude de la stabilité au sous-espace vectoriel A qui
nous sera utile par la suite. Pour ce faire, on procéde comme suit:

Proposition 3.2. Il existe f € A tel que A+q.f =q*.

Preuve. On fait le calcul de q(f) pour un f € A particulier, mais en fait suffisam-
ment générique, obtenant une base de q(f) dont les vecteurs s’expriment comme
combinaison linéaire effective (c’est a dire dont tous les coefficients sont non nuls)
de certains vecteurs radiciels de sorte que q(f) N A+ = {0}. D’ot le résultat. ]
On donne ici un exemple permettant au lecteur d’illustrer la démonstration de la
proposition précédente.

On prend g l'algebre de Lie de type Fy et q = q{{a;,a0,a5},{as,ca}}- 1Ci ON &

A={f=Nal, + Xl + X% o _say_9a, + MT o, + As2™ /N € C,1 <0 <5}
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Soit f =, € A, 00 v = Q1T _q, + A2T_a, + b1Ta; + b2Tas + D3Tay 12051245 (leS a;
et les b; sont tous non nuls). Dans ce cas, on a dim(q(f)) = 1 de sorte que la
forme linéaire f est réguliecre. Comme X € q(f) si et seulement si [X,v] € g%, on
obtient q(f) = KX avec

X = Lag + T _ay + L2 T_qj + w3 T_aj—az—as + [y T_ay—2a3 + s Loy —200—2a3

N —ax —ax ba by t ai
ou = — = — = = = — e — .
H 2b, H2 2bs Hs bs’ s b3 Hs 2b3

Par suite et d’apres ce qui précede, on a q(f)N AL = {0} de sorte que A+q.f = q*.

Une conséquence de la proposition précédente est que le sous-espace vectoriel A est
transverse aux orbites. Par suite, on a les résultats suivants:

Corollaire 3.3.  Les ensembles q;,, N A el q;,., N A sont des ouverts de Zariski
non vides de A.

Proposition 3.4.  Pour la sous-algebre biparabolique q vérifiant la condition (x),
les assertions suitvantes sont équivalentes:

(i) q n’est pas stable,

(ii) il existe un ouwvert de Zariski A" de A tel que, pour tout f € A,

[q,a(f)] Na(f) #{0}.

Preuve. C’est une conséquence du lemme 2.2 et du corollaire 3.3. |

Remarque 3.5. Compte tenu de ce qui précede et pour montrer que la sous-
algebre biparabolique q n’est pas stable, il suffit de montrer qu’il existe h € b et A’
ouvert de Zariski de A tel que

pour tout f € A, il existe X € q(f) non nul tel que h.f = —f et [h, X] = —X

de sorte que pour tout f € A’ et pour cet X dépendant de f, on a [h, X|.f =0
(cest a dire [h, X] € q(f)) et donc [q,q(f)] N a(f) # {0} m

Théoreme 3.6.  Soit q = q »» une sous-algebre biparabolique de g vérifiant la
condition (x). On suppose qu’elle vérifie de plus la condition:

(xx) il existe A C A un ouvert de Zariski et h € by tels que Vf € A', h.f = —f et
[h,.%’] =7, Ve € q(f)

Alors, rang (q) =0, ind (q) > 0 et q est non stable.

Preuve. Supposons qu’il existe un élément h € h et un ouvert de Zariski A’ de
A tels que h.f = —f, Vf € A et [h,x] = —z, Va € q(f). Supposons de plus qu’il
existe un élément X € q(f) semi-simple. Soient A une valeur propre de adh, V, le
sous-espace propre correspondant de adh dans q et v € V). On a

hXv=IhX]lv+Xhv=—-Xv+IXXv=N-1Xw

ainsi et compte tenu de ce qui précede, I’endomorphisme X envoie le sous-espace V)
dans V),_;. Par suite, 'endomorphisme X est nilpotent. Ceci contredit le fait que
X est semi-simple et donc le rang de q est nul. D’autre part et comme, d’apres la
remarque 3.5, q est non stable, g est non quasi-réductive. Ceci implique que 'indice
de q est strictement positif. [ |
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4. Résolution de la conjecture pour les
sous-algebres biparaboliques q/

L’objectif de toute la suite est de donner une réponse positive a la conjecture de
Panyushev. La démarche générale est la suivante:

soit g une sous-algebre biparabolique d'une algebre de Lie simple exceptionnelle.
Nous voulons montrer que si q n’est pas quasi-réductive, elle n’est pas stable. On
sait qu’il suffit de le faire lorsque q est de rang nul et d’indice strictement positif,
donc lorsqu’elle vérifie la condition (x). En fait, nous montrons que toute sous-
algebre biparabolique g non quasi-réductive est non stable. Pour ce faire, on suit
les étapes suivantes:

(1) on donne la liste des sous-algebres q = ¢,/ »» vérifiant la condition (%),

(2) pour chaque élément q de la liste, on calcule son indice & l'aide de la for-
mule (1),

(3) pour chaque élément de la liste, on choisit un élément f € A et, a l'aide de
GAP4 (voir [9]), on montre qu’il vérifie I'assertion de la proposition 3.2,

(4) pour cet élément f, a 'aide de GAP4, on calcule q(f) et on vérifie que
dimq(f) =ind (q), i.e que f est une forme linéaire réguliere,

(5) ensuite, toujours a 'aide de GAP4, on calcule la codimension dans q(f) de
q(f)**Nq(f) (qui n’est autre que la dimension d’un facteur réductif de q(f)),

(a) si cette codimension est non nulle, le rang de ¢ est strictement positif et on
retire q de la liste des sous-algebres biparaboliques a traiter,

(b) si cette codimension est nulle, & ce stade on ne sait pas si rang (q) est nul.
Néanmoins, on trouve, par calculs, un élément h € b (et un ouvert de Zariski
A" C A) vérifiant la condition (xx). Ceci montre que dans ce cas:
- q est de rang nul,
- @ n’est pas stable,
ce qui acheve la démonstration de la conjecture.

Apres avoir appliqué ce procédé, on constate que les algebres restantes sont toutes
d’indice 1, 2 ou 3. Pour illustrer les étapes précédentes, on donne les calculs effectués
pour les types Fy et FEg (voir ci-apres).

Comme les sous-algebres biparaboliques g/ r» et qp» sont conjuguées, on peut

supposer que 7' et 7’ sont tels que ks + kv > rang (g) et kp > %.

De plus, nous distinguerons entre les deux cas complémentaires suivants:

(i) 7' est connexe.

rang (g)
o

(ii) 7’ n’est pas connexe et 7" n’est pas connexe ou k» <

Remarque 4.1. (i) Les calculs effectués avec GAP4 ne nous permettent pas en
général de déterminer le rang des sous-algebres de Lie étudiées. Ils permettent
simplement de montrer que certaines d’entre-elles sont de rang non nul. Néanmoins,
dans la plupart des cas ces calculs montrent que, pour la forme linéaire f choisie,
q(f) est réductif de sorte que 'indice et le rang de g sont égaux et que q est une
algebre de Lie quasi-réductive.

(ii) Dans le cas contraire, il s’avere que le choix des valeurs ax et by, que nous avons
fait est suffisamment générique pour que la forme linéaire soit fortement réguliere:
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en effet, nous sommes capables de trouver un élément h € h vérifiant la condition

(*%) du théoreme 3.6 pour f dans un ouvert de Zariski A" de A. n
a1 ag Qg Qyq
Calculs dans Fj: O——0

Il est clair que si la sous-algebre biparabolique ¢, .~ vérifie la condition (%) alors
7 ou n” est de type Bs ou (5.
Supposons 7" de type Bs: 7' = {ay,ag,a3}, on a En = {a + 209 + 203, 0, iz}

T'ype ! ind (g7 7) | rang (qz )
A? a9, 1 0
1 {ag, aa} -
Al X A2 {041, a9, 044} 1 1
03 {a27 a3, C(4} 2 2

Dans toute la suite et pour calculer le stabilisateur q(f), on procede comme suit:
on fait le calcul pour un f € A particulier, mais en fait suffisamment générique,
obtenant une base de ¢(f) dont les vecteurs s’expriment comme combinaison linéaire
effective (c’est a dire dont tous les coefficients sont non nuls) de certains vecteurs
radiciels, puis pour un f générique quelconque on vérifie que ce résultat reste vrai.

D’apres le tableau ci-dessus (voir les calculs ci-apres), § = q{a;,a0,0s},{as,as}} €St 12
seule sous-algebre biparabolique de rang nul et d’indice strictement positif:

Soit f=¢, € A, 0l v = a1 _p, + 2T, + 01%0, + b2Zay + 03T 0y 12054205 (€S a; €t
les b; sont tous non nuls). Dans ce cas, on a dim(q(f)) = ind (q) = 1 de sorte que

la forme linéaire f est réguliere. Comme X € q(f) si et seulement si [X,v] € q*%
on obtient q(f) = KX avec

J— —al —al b2 bl al
X - xag + 2b1 *xfal + 2b2 xfag + E xfalfagfag + E x7a272013 + % x7a172a272a3-

Soit alors h € b tel que ay(h) = az(h) = —ag(h) = —ay(h) = 1. Ona h.f = —f
et [h, X] = —X. Par suite, 'ensemble

A={f= Y axXi .+ > bX'_ sax#0etb, #0}CA
Kek(x") Lek(x')
est un ouvert de Zariski et h vérifie h.f = —f, Vf € A et [h, X] = - X, VX € q(f)
de sorte que l'algebre de Lie q est non stable d’apres la remarque 3.5. L’algebre de
Lie g est non quasi-réductive et donc son rang est nul (d’apres la remarque 3.1).

Pour les autres sous-algebres de la liste précédente et en utilisant des calculs effectués
avec GAP4, on montre qu’elles sont de rang non nul et donc sont a éliminer de la
liste de celles a traiter. Notons bien que l'utilisation de GAP4 pour ce type de
probléemes n’est pas nouvelle (voir par exemple [6]). On donne un exemple pour la
commidité du lecteur. L’algebre de Lie considéré est q = qja;,a0,05) {a1,00,04}}

gap > L := SimpleLieAlgebra(” F”, 4, Rationals);; R := RootSystem(L);;
gap > x := PositiveRootVectors(R);;y := Negative RootVectors(R);;
gap > g = CanonicalGenerators(R);; h = g[3];;
On peut désormais faire des calculs dans I’algebre de Lie L. Ensuite, on définit la

sous-algebre biparabolique P := ¢, engendrée par gP (dp désigne la dimension

de P):
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gap > gP := Concatenation(x{[1..2]} + x{[4]}, h, y{[2..4]});;
P := Subalgebra(L, gP);;dp := Dimension(P); 17
Puis, on définit I'élément v = > pcx (o axXeie + D pepimn brX -, de g et on
note f =, € P* la forme linéaire qui lui est associée. Notons ici que GAP4 n’est
pas adapté au calcul formel (il faut donner donc des valeurs pour les ax et les by, ):

gap > al :=1;;a2 :=1;;

gap > bl :=2;;b2 :=5;;b3 :=1;;

gap > ul == alxy[6]+a2x*y[l];; u2 := bl*x[2]+02%x[3] +b3*x[16]; ;v := ul+u2;;
Pour calculer le stabilisateur de f dans P, on calcule tout d’abord I’espace V' en-
gendré par les crochets v x bP[i] (la commande "List(Basis(P))” donne une base
de P, que l'on note bP), pour i = 1,....,dp, dp désigne la dimension de P. On
obtient I'orthogonal K de 'espace V' pour la forme de Killing avec la commande

"KappaPerp”. Ainsi, le stabilisateur de f dans P, que 'on note S, n’est autre que
I'intersection de K et P:

gap > bP := List(Basis(P));;1 :=[];; foriin[l..dp] dol]i] := v *x bP[i]; 0d;;l;;
gap > V := Subspace(L,1);; K := KappaPerp(L,V);;S := Intersection(K, P);;
dS := Dimension(S); 1
Ce résultat montre que a dimension du stabilisateur est égal a I'indice de ¢ est donc
notre forme est réguliere.

gap > bS := List(Basis(S));
[0.24(—1/50)*v.6+ (—1/200)*v.26+(1/500) % v.27+ (1/10) *v.31+ (—1/100) *v.40]
Ce résultat donne une base du stabilisateur S.
gap > KS := Intersection(KappaPerp(L,S),S);
<vector space of dimension 0 over Rationals>

Le dernier résultat montre que notre forme linéaire est de type réductif et donc la
sous-algebre q est quasi-réductive de sorte que ind (q) = rang (q) = 1.

Supposons maintenant 7’ de type Cs: 7' = {ag, a3, a4}, ici on a

S,r/ = {042 -+ 2@3 -+ 20(4, Qg + 2@3, Oég}i

Type | 7" ind (g 7) | rang (qr )

A2 {ai,a3} 1 1

A? {a1,a4}

Ai X Ag | {a1, 2,04} 1 1 2
A1 x Ag | {a1,a3,04} 1 1

Bs {a1, a2, a3} 2 2

Dans le cas traité et en utilisant “GAP4”, on vérifie que toutes les sous-algebres
biparaboliques qui vérifient la condition () sont quasi-réductives (on procede de la
méme maniere que dans le cas précédent).

aq [e%} oy Qs o
Calculs dans FEj: Eg : o
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Il est clair que si la sous-algebre biparabolique ¢, .~ vérifie la condition (x) alors
7 ou 7" est de type Dy ou Ds.

Ici on ne donne les calculs que pour les sous-algebres de rang nul et d’indice stricte-
ment positif. On procede comme dans le cas Fy pour vérifier que le reste des
sous-algebres sont toutes quasi-réductives.

Supposons 7' de type Dy, on a ' = {an, ag, ay, as}. Ici, on a

g7r’ — {052 + (0%} + 2054 + A5, (g, (X3, 065}:

Type 7’ ind (4,7 7#) | rang (4, )

A3 {a1, a4, a6} 1 0

A2 x Ay | {a1, 0, a4, 06} 1 1 T3
A x Ay | {a1, a0, a3, 04,06} 1 1

Ap x Ay | {a1, a0, a4, a5, 06} 1 1

Dans ce cas et d’apres le tableau ci-dessus q = qq{as,a3,05,04) {a1,00,06}) €St 1a seule
sous-algebre biparabolique de rang nul et d’indice strictement positif:

Soit f =, € A, ou
V=01T_q, +A2T_q, +a3T_q4 + b1 Ty + b2 Tay + 03 2oy + by Taytas+2a4+as

(les a; et les b; sont tous non nuls). Dans ce cas, on a dim(q(f)) = 1. Comme
X € q(f) si et seulement si [X,v] € g-¥, on obtient q(f) = KX avec
—as —a9 —a9 bg
X =1, a7 Lz a7 d-a 5. -« 7 d—az—az—au
Poa T G Fmon gy s Ty " as e mag e
—bg —bl a9

+ — x—ag—a4—a5 + - x—ag—a4—o¢5 + — I—az—a3—2a4—a5-
by by 2by

Soit h € b tel que aq(h) = as(h) = as(h) = —ay(h) = —au(h) = —ag(h) = 1. On
a h.f=—f et [h,X] =—X de sorte que l'algebre de Lie q est non stable.
Supposons maintenant 7’ de type D5, par symétrie on prend 7' = {ay, g, v, vy, cv5 }
Ici, on a &y = {a1 + ag + 203 + 204 + a5, 0 + g + 5, 1, g}

"

Type T ind (qq/ ) | rang (qz/ )
A3 {ag, as, a4} 1 0

A% XA2 {Oél,OéQ,Oég,OéG}

5 T4
A]_ XA2 {a2,@3,@5,@6}

2
A x A2 {041,042,043,045,046}

—_ | = = | =
— = o -

Al X A4 {061,062,0637064,066}

Soient 1 = q{{a;,a0,05,00,05} {az,as,06)} €0 f = @ € A, 00 v = a1 T, + a2 T_o; +
a3 T_ng + 01 oy + b2 T0, + b3 Tantastas + 01 Tartas+2as+20u+as (l€s a; et les b; sont
tous non nuls). Dans ce cas, q;(f) = KX avec

—a9 . —a9 N —bs N —a9 .
T_q T_q T—o1—az—a T_ay—ag—as
2b, Y 2b : by 1TasTe 2b3 2T

—bg bl a2

+ -5 x7a17a27a370147a5 + xfa27a372a47a5 + a1 x7a17a272a372a47a5-
by by 2b,

X =T, +
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Soit h € b tel que ay(h) = as(h) = as(h) =1 = —as(h) = —az(h) = —ag(h) = 1.
On a h.f = —f et [h,X] = —X de sorte que 'algebre de Lie q; est non stable.

Soient maintenant qa = q{{a,,a0,03,00,05} {as,as,05,06}} €6 f = @y € A, o1

V=01%—a, + Q2T a5 + 3T —a5-a6 T 01 Tay T b2 Tay + 03 Taytastast

+ b4 Loy +as+2az+2as+as

(les a; et les b; sont tous non nuls). Dans ce cas, on vérifie que gz(f) = KX ou
X € g est I'élément calculé dans le cas précédent tel que q;(f) = KX . Soit alors
h € b tel que ai(h) = ay(h) = as(h) = —az(h) = —az(h) = —1 et ag(h) = —2.
Ona h.f = —f et [h, X] = —X de sorte que l'algebre de Lie g est non stable.

[o %1 as ay as ag ar
E7: O O O

y

Remarquons tout d’abord que si la sous-algebre biparabolique g,/ »» vérifie la con-
dition (%) alors 7’ est tel que (') est de cardinal supérieur ou égal a 4.

Calculs dans F; :

Cas ou 7' est connexe:

Alors 7’ peut étre de type Dy, D5, Dg ou FEg. On vérifie que si 7’ est de type Dy la
condition (%) ne peut étre satisfaite. On procede de la méme manieére que dans les
cas Iy et Fg pour la démonstration de la deuxieme partie du théoréme précédent.

Supposons 7" de type Ds, 7' = {1, as, as, ay, as}. Ici, on a

Er = {on + g + 203 + 2004 + a5, 00 + g + a5,y g}

Type 7I'I/ ind (qﬂ./m.//) rang (qﬂ'/’ﬂ‘//)
A% x As {a27a3;a57a67a7} 1 0 5
A x Ay x As {al,ag,ag,a5,a6aa7} 1 1
D {az,a3,a4,a5,a6,a7} 3 3
Supposons 7" de type Ds, on a 7' = {ag, a3, ay, as, a6} Ici, on a
Er = {ag + a3 + 20 + 205 + g, ap + a3 + ay, g, g}

Type 7T// ind (q7r’,7r”) rang (qﬂlﬂfu)

Ail {041,0[2,0[5,0[7} 1 0 T6

A x Ay | {1, a0, a3, a5, a7} 1 0

Supposons 7" de type Dg, on a 7' = {ag, as, ay, as, ag, a7 }. Ici, on a

Er = {an + ag + 20 + 205 + 2066 + 7, a2 + 3 + 200 + @5, 2, O3, A5, Q7 )

Type | «” ind (g 7) | rang (qr x)

A {1, a4} 1 0

A2 {aq, 06} 1 0 T7a
Ay x Ay | {ag,a0,a4} | 1 1

Ay x Ag | {a1, 4,05} | 1 1
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7

Type T ind (4 »v) | rang (4 )
Al X AQ {061,065,066}

Ay x Ay | {au, a6, a7}

Ay x Ay | {ou, 03,06}

A2 X AQ {041706370657066}

Ay x Ay | {ou, 03,06, 07}

Ay {a1,02,0a3, a4}

Ay {a1, a3, a4, a5}

A3 {a1, a4, a6}

A2 x Ay | {oq, ay, a6, o} <rang (qp ) < 2
A2 x A | {1, 9, a4, 06} < rang (qq/ ) < 2

5 T7b
Al X AQ {051,062,054,066,057}

Ay x Ag | {ou, a5, a6, a7}

Ay x Az | {on, 00,04, 05}

Al X A4 {051,04,(15,(16,(17}

Ay x Ay | {oa, 00, a4, a5, 06}

IN

Al X A4 {Oél,OéQ,Oég,Oé;L,Oé(;} rang (qﬂ-l7ﬂ—//) < 2

Ay x Ag | {ou, a3, a5, a6, a7}

Ay x Ay | {ou, a0, a3, a4, o, a7 }

WIN|IN| NN NN N[NNI NN NN === =]
WININN|I NN =N FR|=ROO]=FR=]=O] =]~

A5 {041,043,044,045,046}
Ag {1, a3, a4, a5, ag, ar}
E6 {O{l,OéQ,Oég,Oé4,0é5,0é6}

On donne ici les caculs effectués pour le premier exemple d’une sous-algebre bi-
parabolique d’indice 2 et non quasi-réductive.

Soit alors q = q{{as,as,04,05.06,07}{a1,as,06}} - D0it f =, € A, ol
V=010_qy +02%_o, +a3T_o + b1 Ty, + D220y + b3 20, + by x0, +
+b5 Tay tag+2astas T 06 Tastas+20ut2as+206+ar

(les a; et les b; sont tous non nuls). Dans ce cas, on a q(f) = KX & KY avec

X a9 a9 a9 i bg bg
=Ty — 57 LT—oy 7 57 LT—az3 — 57 LT—a T LTeag—az—as — 7 L—ag—au—as —
4 2b1 2 2b2 3 2b3 5 b5 2 3 4 b5 2 4 5
by a2
- 7 x7a37a47045 _'_ a1 xfa27a372a47a5 et
bs 2b5,
as as bs as
Y =z,

= — T — —— T T i—i—ar — —— T—io—an—20u—cx T
6 263 as 2b4 ar b() a5 —Qp—ar 2b5 a2 —Q3 Qg4 —Q5

by b3 as
+ _x—ag—a3—2a4—2a5—a6 + _$—a2—a3—2a4—a5—a6—a7 + x—ag—a3—2a4—2a5—2a6—a7 .
bg be 2bg

Soit he b tel que as(h)=as(h)=as(h)=a7(h)=—a1(h) = —as(h)=—ag(h) = 1.
Onahf=—f, [hX]=—-X et [hY]=-Y. Ceci et compte tenu du théoreme
3.6, montre que rang (q) = 0 et g est non stable.
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Supposons 7" de type Eg, on a ' = {aq, ag, ag, ay, s, a6} . Ici, on a
Ev = {041+2a2+2a3+3a4+2a5+a6,a1+a3+a4+a5+a6,a3+a4+a5,a4}:

Type " ind (4, 7#) | rang (4 x)

Af {a1, a9, a5, a7} 1 0

A x Ay {a1, 02,03, a5, a7} 1 0 -
Af x A3 {2, a3, a5, a6, ar} 1 0

Ay x Ay x Az | {a1, a9, a3, a5, ag, ar} 1 0

Ar x As {on, a0, ay, a5, 06, a7 } 1 1

Cas ou 7’ est non connexe et 7 est non connexe ou tel que K(7”) est de
cardinal inférieur ou égal a 3:

Dans ce cas, il est clair que si la sous-algebre biparabolique q./ »» vérifie la condition
(%) alors " ou 7 est de type A? x Az, A; x Ay X Az, Ay x A5, Dyx A; ou D5 x A;.

Supposons 7’ de type A? x Az, 7' = {1, s, ay, a5, az}. Ici, on a

Erv ={as+ oy + as, a1, o4, 07}

Type 7’ ind (g ) | rang (g )
A% X A3 {042,043,055,056,057} 1 1 T9
Ay X A X Az | {a1, a2, a3, a5, a6, a7} 1 1

Supposons 7" de type Ay x Az, ' = {aq, ag, ay, a5, ag, a7 }. Ici, on a

gﬂ_/ e {a2+O[4+CY5+Oé6+0(7,0[4+0[5+g670557051}:

Type s ind (qr/,77) | rang (G )
A% X A3 {ag,ag,a5,a6,a7} 1 1 T10
Ay x Ag X Az | {a1, a2, a3, a5, a6, a7} 1 1

Supposons 7' de type Dy x Ay, ©’ = {ag, a3, ay, a5, ar}. Ici, on a

871-’ — {0[2 + O[3 + 20[4 + O[57 0527 a37 0557 O{?}

T11

Type 7’ ind (4,7 77) | rang (4, )
A3 {a1, a4, a6} 1 0
A2 x As | {1, a2, a4, 06} 1 1
A2 x Ay | {1, a4, 06,7} 1 0
Ay x A3 | {a1, a2, a4, ag, a7} 1 1
A1 x As | {a1, a5, 06,7} 1 1
Ag x As | {a1, a3, a5, a6, a7} 1 1
A x Ay | {a1, 2,04, 05,06} 1 1
A x Ay | {a1, a0, a3, a4, 06} 1 1
A x Ay | {a1, a4, a5, a6, a7} 1 0
Ag x Ay | {1, a9, 03,04, 06,07} | 1 1
Ag {a1, a3, a4, a5, 06,7} | 1 1
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Supposons 7" de type D5 x Ay, ©’ = {a1, as, a3, ag, as, ar}. Ici, on a

Ev ={aq + g + 203 + 204 + a5, a0 + oy + a5, ap, 0y, 7}

Type 7 ind (g 7#) | rang (4 x)

A3 {ag, a3, a6} 1 0

A2 x Ay {ag, as, a5, ap} 1 0

A2 x Ay {ag, as, ag, ar} 1 0

Al % A% {a1, ag, as, ag, ar} 1 1

Ay x A2 {1, a9, a3, a5, a6 } 1 1

Ay x As {ag, a5, ag, az} 1 1

A1 X As {as, a5, g, a7} 1 0

Ao x Az {1, a3, a5, ap, a7} 1 1 e
Al x Ay {a1, a0, a3, aq, a6} 1 1

Ay x Ay {a1, a9, a3, a4, 06,07} | 1 1

As {ag, au, as, ag, ar} 1 1

As {as, ay, as, ag, ar} 1 0

Ag {a1, a3, a4, a5, 06,07} | 1 1

A% x As {ag, a3, a5, ag, ar} 2 1 < rang (qn/ ) < 2
A1 X A X Az | {a1, a0, a3, a5, 06,7} | 2 2

Calculs dans FEj : Eg: O O0—o0 o)

Remarquons tout d’abord que si la sous-algebre biparabolique g . vérifie la con-
dition (%) alors 7’ est tel que K(7’) est de cardinal supérieur ou égal a 5.

Cas ou 7’ est connexe:
Supposons que 7' de type Dg, m = {9, as, ay, a5, ag, a7} Ici, on a
gﬂ-/ = {O[g + ag + 20[4 + 20(5 + 20&6 + a7, g + s + 2(1/4 + a5, 7, (i, A3, 045}.

On commence tout d’abord par le cas ou le cardinal de KC(7”) est égal a 3:

Type 7 ind (4,7 »#) | rang (4, )

A3 {a1, a4, a8} 0

A3 {a1, 06,08} 1 0

A% x Ag | {ou, a4, a7, a8} 1 0

A2 x Ay | {1, a3, 06,08} 1 0 T13a
Ay x A3 | {a1, 0,4, 7,08} | 1 1

Ay x A2 | {an, a4, 05,a7,a8) | 1 1

Ay x A3 | {a1, a3, a5, 06,08} | 1 1

A x Ay | {ar, 05,06, 7,08} | 1 1
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Type

7_‘_1/

ind (qﬂ’,w”)

rang (qﬂlﬂr//)

A1><A4

{o, a0, a3, g, g}

1

1

A1><A4

{a1, a3, a4, a5, g}

T13b

AQXA4

{aly as, a5, Og, A7, Oég}

AQXA4

{on, a2, a3, 04, a7, 08}

AQXA4

{a1, a3, a4, a5, a7, 08}

= = =] =

_ = =] =

Cas ot le cardinal de KC(7”) est égal a 4:

Type

7_[./1

ind (qﬂ/,ﬂ” )

rang (G’ )

Al

{ou, a4, a6, a8}

0

A

XAQ

{a1, a2, a4, ap, as}

1< rang (q7r’,7r”) <2

Al

XA3

{a1, a9, a4, a5, 8}

2

A

><A4

{ala a2, 04, 05, O, aS}

2

A

><A4

{o, a0, a3, au, a6, g}

1< rang (qq/ ) < 2

Ay

XAQ

XAg

{a1, a2, a4, a5, a7, a8}

2

Ay

XA5

{ou, a3, aq, as, a6, 0}

Ay

XA5

{a1, 4, a5, a6, a7, a8}

Ay

XA6

{ala ag, 0y, a5, O, 7, OZB}

N N[NNI NN NN DN

2
2
2

Cas ou le cardinal de IC(7") est égal a 5:

Type

7T//

ind (qﬂ”,ﬂ”)

rang (qﬂ-/m-//)

D5><A1

{a1, a0, a3, a4, a5, g}

3

3

EGXAl

{Oél, a2, (3, 04, 05, (g, Oég}

3

T15
3

D5><A2

{0517 a2, (3, 04, 05, A7, 068}

3

3

253

T14

Supposons maintenant 7’ de type D7, on a ' = {ag, as, a4, as, ag, ag, ag k. Ici, on a
Ev = {ag + ag + 204 + 2005 + 205 + 2007 + ag,

as + az + 204 + 205 + ag, ag + s + oy, ag, ay, g}

On commence tout d’abord par le cas ou le cardinal de K(7”) est égal & 3:

T16a

Type 7" ind (qq/ ) | rang (qz/ )
A3 {a1, a9, a5} 1 0
A3 {a1, a9, ar} 1 0
A3 x Ay | {a1, a9, a5, a6} 1 1
A2 x Ay | {1, 9, a6, 7} 1 1
A2 x Ay | {a1, 0, 7,08} 1 1
A? x As | {a1,a9,a3, a5} 1 0
A% x Ag | {1, 9, a3, a7} 1 0
Ay x A3 | {a1, 2,4, 06,07} | 1 1
Ay x A3 | {a1, 0,4, 07,08} | 1 1
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Type | " ind (g 7) | rang (g )
Ay x A3 | {1, a2, a3, a5, a6} 1 1
Ay x A% | {a1, 9, a3, ag, a7} 1 1
Ay x A% | {a1, 9, a3, a7, a8} 1 1
Ay x Az | {1, a3, a4, a7} 1 0
A9 x As | {1, a3, a4, a6, a7} 1 1
Ag x As | {1, a3, a4, a7, a8} 1 1 T16b
Ay x Ay | {ar, a9, a4, a5, a6} 1 1
Ay x Ay | {ar, a0, a3, 04, a7} 1 0
Ay x Ay | {1, a3, 04, 05,7} 1 0
Ay x Ay | {1, a9, a3, a4, 6,07} | 1 1
Ag x Ay | {a1,a0,a3, 04,7, a8} | 1 1
Ag x Ay | {1, a3, a4, 05, a7,a8} | 1 1
Ag {a1, a3, a4, a5, 06,7} | 1 1
Cas ot le cardinal de K(7”) est supérieur ou égal a 4:
Type " ind (qz ) | rang (qz )
At {1, a2, 05, a7} 2 0
Aif X Ag {ag, a9, a5, a7, a8} 2 1 < rang (g ) < 2
A3 x Ag {a1, a3, 00, a5, a7} 2 0
A% X A% {a1, a9, a3, a5, a7, as} 2 1 < rang (g ) < 2
A? x Az {a1, a9, a6, a7, a8} 2 2
Ay x Ag x Az | {a1, ag, a4, ag, a7, a8} 2 2
Ay X Ay x Az | {au, g, as, ag, az, a8} 2 2
A2 x Ay {a1, ag, a5, ag, ar, ag} 2 2
Al X Ay x Ay | {an, g, a3, a5, a6, a7, a8} | 2 2
A1 X As {a1, a9, ay, as, ag, ar} 2 2
A1 X Ag {a1, a9, a4, as, a6, a7, ag} | 2 2
Az x Ag {a1, as, a4, ag, a7, as} 2 2
Az x Ay {a1, a0, a3, aq, a6, a7, ag} | 2 2
Az {a1, a3, 04, a5, a6, a7, a8} | 2 2
E; {a1, a9, a3, ay, a5, a6, a7} | 5 5

T17

Supposons maintenant 7’ de type E7, on a 7’ = {1, ag, a3, aq, as, ag, ar}. Ici, on a

(c:ﬂ-/ = {20&1 + 2ai9 + 3as + day + 3as + 20 + ar,

ag + az + 2a4 + 205 + 206 + a7, an + az + 204 + as, a7, @z, s, s}

On commence tout d’abord par le cas ou le cardinal de K(7”) est égal a 2:
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Type L ind (qr,77) | rang (g )
A2 {ai,as} 1 0
A2 {ou, ag} 1 0
A2 {ag, ag} 1 0
A1 x Ag | {a1,a3,08} 1 1
Al x Ay | {as,ay, a8} 1 1
Ay x Ay | {ag, a4, a8} 1 1
A1 x Ag | {au, a5, 08} 1 1
Al x Ay iag),oz@,ozg} 1 1 s
A1 x Ag | {a1,a7, 08} 1 0
Ay x Ag | {ay, a7, 08} 1 0
A X Ag | {ag,a3,a7,a8} | 1 1
Ag x A | {as, a4, 07,08} | 1 1
Ag x Ag | {ag,aq,a7,a8} | 1 1
Ag x A | {au,a5,a7,a8} | 1 1
Ay {as, a6, a7,a8} | 1 1
Cas o le cardinal de K(7”) est égal a 3:
Type | =" ind (q ) | rang (qg )
A3 {a1, a4, a8} 2 0
A:f {a1, a6, a8} 2 0
A3 {au, ap, ag} 2 0
A2 x Ay | {a1, 9, a4, 8} 2 1 < rang (g ) < 2
A2 x Ay | {1, 3,06, a8} 2 1 <rang (g ) < 2
A2 x Ay | {ag, aq, a6, 8} 2 1 <rang (qp ) <2
A2 x Ay | {9, g, a6, a8} 2 1 < rang (g ) < 2
A2 x Ag | {1, a4, a7, a8} 2 0
A2 x Ay | {1, a4, 5,08} 2 1 <rang (qp ) <2 T19a
A2 x Ay | {1, a5, 06,8} 2 1 <rang (qu ) <2
Ay x A3 | {a1, a3, a5, 06,08} | 2 2
Ay x A% | {a1, 2,4, 7,08} | 2 1 < rang (qp ) <2
Ay x A2 | {1, a4, a5, a7, a8} | 2 1 <rang (qp ) <2
Ay x As | {a2,a3,04, a8} 2 2
Ay x As | {as, a4, a5,08} 2 2
Ar x Az | {a2, a4, 05,08} 2 2
Ag x As | {ag, a3, a4, 07,08} | 2 2
Ag x As | {as, a4, a5, a7, a8} | 2 2
Ag x Az | {2, a4, 05, a7,a8} | 2 2
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Type |« ind (g 7) | rang (qr )

Al x Ay | {a1, 00,03, 4,08} 2 2

A x Ay | {a1,a3,04, 05,08} 2 2

A x Ay | {ag, a4, a5, a6, a8} 2 2

A1 x Ay | {as, aq, a5, 06,08} 2 2

A x Ay | {a1, a5, a6, 7, a8} 2 1 < rang (g ) < 2

A x Ay | {a1, 00, a3, 04,7, a8} | 2 2 9P

Ag x Ay | {a1,a3,04,05,a7,08} | 2 2

A x Ay | {a1, a3, a5, 06, a7, a8} | 2 2

As {au4, a5, ag, a7, ag} 2 2

Ag {ag, ay, as, ag, a7, ag} | 2 2

Ag {as, au, a5, 06, a7, a8} | 2 2

Cas ot le cardinal de K(7”) est supérieur ou égal a 4:

Type n’ ind (q5 7) | rang (g )
A3 {a1, a4, a6, a8} 3 0
Ai’ X Ay {a1, ag, a4, ag, g} 3 1 <rang (qm ) <3
A% x As {ag, as, ay, ag, ag} 3 1 <rang (g ) <3
A? x A {a1, a0, 04, a5, a8} 3 1 <rang (g ) <3
Ay x Ag x Az | {a1, a0, 04, a5, a7, 08} 3 1 <rang (qu ) <3
A% x Ay {aq, a9, ag, ay, ag, ag} 3 1 <rang (g ) <3
A% x Ay {a1, ag, aq, as, ap, ag} 3 1 <rang(q ) <3 |T20
A1 X As {a1, as, a4, as, o, as} 3 1 <rang (g ) <3
Ay x As {a1, g, a5, ag, a7, as} 3 1 <rang (g ) <3
Ay % Ag {a1, a9, a4, a5, a6, a7, a8} | 3 1 <rang (qm ) <3
D5 x A {a1, a9, a3, ay, as, as} 4 4
D5 x Aq {ag, a3, a4, as, ap, ag} 4 4
Eg x Ay {a1, ag, as, ag, as, a6, ag} | 4 4
D5 x Ay {a1, a9, a3, ay, a5,a7,a8} | 4 4

Cas ou 7’ est non connexe et 7” est non connexe ou tel que K(7”) est de
cardinal inférieur ou égal a 4:

Dans ce cas, il est clair que si la sous-algebre biparabolique q./ »» vérifie la condition
(x) alors 7" ou 7" est de type Dy x Ay, Dy X Ay, D5 x Ay, Ds X Ay ou Eg x Aj.

1. Supposons 7’ de type D4 x A;y:
!/ !/ __
™ = {042,063,064,045,CY7} ou ™ = {0527053705470557&8}'

a. Soit 7' = {9, as, ay, a5, ar}. Ici, on a Ey = {ag + ag+ 204 + a5, g, g, v, 7}
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Type | ind (g 7) | rang (g o)
At {a1, a4, a6, a8} 1 0
A3 x Ay | {1, e, au, ag, g} 1 1
A2 x Ay | {o1, 0, 4, a5, a6, a8} 1 1
A2 x Ay | {1, az, a3, a4, a6, a8} 1 1
Ay x Ay | {a1, a4, a5, 06, a7, a8} 1 1
Ay x Ag | {a1, a0, a4, 05,06, a7, a8} | 1 0

b. Soit 7" = {aw, ag, ay, a5, ag}. Ici, on a v = {as+az+ 204 + a5, g, as, as, ag}:

Type U ind (4 ) | rang (qx )

AT x A {on, au, ap, o, s} 1 0

Ay X Ag x As | {aq, a9, aq, o, a7, ag} 99
A1 X Aj {a1, a4, a5, ag, ar, ag} 1 0

Ap X Ag {a1, a9, a4, a5, a6, a7, a8} | 1 1

Az x Ay {aq, a9, ag, ay, a6, a7, g} | 1 1

2. Supposons 7" de type Dy x Ay: 7' = {ag, a3, a4, as, ar,ag}. Ici, on a
Er ={aa+ a3 + 204 + a5, a0, a3, a5, 7 + ag}:

Type vl ind (4, 7#) | rang (g )

Af {a1, a4, a6, a8} 1 0

A3 x Ay {a1, a9, oy, ag, a8} 1 1

A% x Az {a1, a4, a6, a7, a8} 1 0

A2 x Ay {a1, ag, aq, as, ag, ag} 1 1 T93
A2 x Ay {a1, a9, a3, ay, a6, g} 1 1

Ap X Ag x Az | {a1, a0, 04, ag, a7, a8} 1 1

Aq X As {a1, a4, a5, ag, a7, ag} 1 1

A1 X Ag {aq, a9, ay, a5, a6, a7, ag} | 1 1

Az x Ay {a1, a0, a3, a4, a6, a7,a8} | 1 1

3. Supposons

7T,

a. Soit 7' = {1, s, a3, a4, a5, a7}, Ici, on a

7' de type Ds X Ay: 7' = {aq, ag, as, ay, as, ar} ou

_ ! __
= {04170527043705470557048} oum™ = {062,%,04470457046;048}-

Er = {1 + g + 203 + 2004 + a5, 0 + g + a5,y g, Qi )

1

T24a

Type m ind (qr 7) | rang (qx,x)
Af {ag, a3, a6, a8} 1 0
A3 x Ay | {1, e, a3, a6, a8} 1 1
A3 x Ay | {ao, a3, a5, a6, a8} 1 0
A2 x A% | {a1, 9, a3, a5, a6,a8) | 1 1
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b. Soit 7 = {ay, ag, az, ay, as, ag}. Ici, on a

C.
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Type ™ ind (qTr’Jr”) rang (qw’,ﬂ”)
A% X A4 {041,042,043,044,046,048} 1 1
A% X A4 {ag,ag,a5,a6,a7,ag} 1 0
A1 X A2 X A4 {al,ag,ag,a5,a6,a7,a8} 1 1
A7 {al,ag,a4,a5,a6,a7,ag} 1 0

Er = {1 + g + 203 + 2004 + a5, 0 + g + a5, 01, g, g}

Type 7' ind (4, 7#) | rang (4 )
A% X A3 {Ozg,Ozg,OzG,Oq,Oég} 0
A% X A3 {042,043,045,046,047} 1 0
A1 X A2 X Ag {al,ag,a3,a6,a7,a8} 1 1
Al X A2 X A3 {Oél,OéQ,Oég,Oég,,OéG,Oé?} 1 1
A3 X A4 {al,ag,ag,a4,a6,a7,ag} 1 1
A7 {al,ag,a4,a5,a6,a7,a8} 1 1

Soit 7' = {a, as, ay, as, ag, ag}. Ici, on a

Sﬁ/ = {062 —+ a3 + 20(4 + 2&5 —+ g, (9 + a3 + Oy, Oy, O, 058}:

Type 7’ ind (4,7 77) | rang (4, )
Af {ou, az, a5, a7} 0
Azl)’ X A2 {041,042,043,045,047} 1 0
A3 x Ay {o1, a0, a5, a7, ag} 1 0
A% X A% {041,042,043,045,047,048} 1 0
A% X A3 {al,ag,aﬁ,a7,a8} 1 1
A% X Ay {a1, a9, a5, ag, a7, ag} 1 0
A1 X A2 X Ag {al,ag,ag,a6,a7,ag} 1 1
A1 X AQ X A3 {041,042,044,046,047,048} 1 1
Al X A2 X A4 {al,ag,ag,a5,a6,a7,ag} 1 0
A1 X A6 {041,042,044,045,046,047,048} 1 1
Ag X A3 {al,ag,a4,a6,a7,a8} 1 1
A3 X A4 {041,042,043,044,046,047,048} 1 1

T24b

T25

T26

3. Supposons maintenant 7’ de type Dsx As. Ici, ona " = {a, oo, a3, oy, a5, a7, g }

et

Ev = {1 + g + 203 + 204 + a5, 0 + vy + 5, 0,y 7 + g}
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Type 7’ ind (4 7v) | rang (4 )
Ail {ag,ag,a6,ag} 1 0
A3 x A, {1, a2, a3, ag, ag} 1 1
AZ{’ X A2 {OéQ,Oég,Oég),Oé(,,ag} 1 0
A? x A3 {a1, as, a3, a5, a, as} 1 1
A% X A3 {ag,ag,a6,a7,a8} 1 0
A% X A3 {042,043,045,046,047} 1 0
A% X A4 {041;@2;@3;@4;@6;@8} 1 1
A2 x Ay {ag, as, as, ag, a7, ag} 1 0
A1 X A2 X Ag {041,042,043,055,056,057} 1 1
Al X AQ X A3 {al,ag,ag,aﬁ,a7,ag} 1 1
Al X Ag x Ay | {ou, g, a3, a5, a6, a7, a8} | 1 1
A3 X A4 {041,042,043,044,046,047,048} 1 1
Az {a1, as, ay, a5, a6, a7, a8} | 1 1

259

T27

4. Supposons maintenant 7’ de type Egx Ay . Ici, ona 7' ={ay, oo, ag, oy, a5, o, ag }

et & = {on+2as+2a3+ 30y + 205+ g, o + a3+ g+ a5+ g, a3+ g+, oy, g

Type 7 ind (qq/ ) | rang (qq/ )
Ail {041,052,0[5,057} 1 0
A % Ay {a1, a2, a5, a7, ag} 1 0
A3 x Ay {o1, a0, a3, a5, a7} 1 0
AT x A3 {a1, a2, a3, a5, a7, ag} 1 0
A% X A3 {Oég,()ég,()é(g,()ﬂ,()ég} 1 0
A% X A3 {042,043,045,046,047} 1 0
Al X AQ X A3 {al,ag,ag,a(;,ow,ozg} 1 0
A1 X A2 X A3 {al,ag,ag,a5,a6,a7} 1 0
A% X A4 {041,042,045,046,057,058} 1 0
Al X A2 X A4 {Oél,OéQ,Oég,Oé5,a6,0é7,0é8} 1 0
A1 X A5 {041,052,054,055,056,057} 1 1
Ag X A3 {al,ag,a4,a6,a7,a8} 1 1
A3 X A4 {041,042,043,044,046,047,048} 1 0
A7 {al,ag,a4,a5,a6,a7,a8} 1 1
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