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1. Introduction

Dans cet article, on obtient la décomposition explicite de la restriction d’une
série discréte m de G = SU(2,1) a un sous-groupe de Borel B et a son sous-
groupe exponentiel maximal B;. Ce résultat peut étre considéré comme la partie
analytique de la conjecture de Duflo pour (SU(2,1), B) et (SU(2,1), By): la partie
géométrique est traitée dans [10]. Pour plus de détails sur cette conjecture, on
renvoie a [9)] et [10].

Pour obtenir ce résultat, nous utilisons la réalisation des séries discrétes dans
un espace de formes harmoniques, suivant les travaux de Narasimhan-Okamoto
(JI1]) et Hersant ([3]). D’autre part, la formule de Plancherel pour B ne fait
apparaitre que des séries discrétes. Suivant Schmid ([I4]), nous montrons alors
que la restriction d’une série discréte m de G & B se décompose en somme directe
hilbertienne de séries discrétes de B et que, pour chaque série discréte de B, sa
multiplicité est donnée par la dimension d’un espace de cohomologie relative réalisé,
suivant Hersant ([3]), dans un espace de formes harmoniques. Nous montrons
que cet espace de cohomologie s’identifie & 1'espace des solutions d’un systéme
différentiel linéaire ordinaire sur ]0,4o00| qui sont de carré intégrable pour la
mesure de Haar %. On en déduit immédiatement que 7 est B-admissible (au sens
de Kobayashi). Lorsque 7 est une série discréte holomorphe ou anti-holomorphe,
ces systemes différentiels sont particulierement simples & étudier et nous retrouvons
alors aisément les résultats de [I3] (Theorem 5.22) pour le cas SU(2,1).

Par contre, lorsque m n’est ni holomorphe ni anti-holomorphe, ces sys-
temes différentiels présentent deux singularités dont 1'une de deuxiéme espéce,
phénomeéne a notre connaissance rarement rencontré jusqu’ici en théorie des repré-
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sentations. Du coup, le calcul de la dimension de ’espace de leurs solutions qui sont
de carré intégrables pour la mesure % s’avere tres difficile directement. Cepen-
dant, en combinant nos résultats avec ceux de Fabec (|2]) et de Kraljevic ([7], [8]),
on parvient & obtenir la décomposition explicite de m|g. En retour, nous obtenons
les informations cherchées sur I'espace des solutions de ces systémes différentiels.

Maintenant on énonce les principaux théorémes :

Tout d’abord, soit M C B un tore anisotrope maximal. Alors, M est de
dimension 1 de sorte que son dual unitaire M est isomorphe au groupe additif
Z. On se donne un isomorphisme m — o, de Z sur M. Enfin,ona B = MBy,

produit semi-direct.

Théoréme 1.1.

g 2 [dim (9 )2) Ty @ dim((H1)2,) T, -] -

MEZ

Ici ) est une série discréte de G dont le parameétre de Harish-Chandra
est A\, )+ est un espace cohomologie relative pour le groupe B; réalisé dans
un espace de ¢-formes harmoniques (voir le numeéros |2 et , (9x,-)%  désigne le
sous-espace des ¢g-formes harmoniques qui sont de poids o,, sous ’action naturelle
de M et g\ € {0,1,2}. Les T,,+ sont les représentations irréductibles de B qui
interviennent dans la formule de Plancherel (en fait des séries discrétes). Lorsque
7y est holomorphe (resp. anti-holomorphe), gy = 0 (resp. ¢\ = 2). Lorsque 7,
n’est ni holomorphe ni anti-holomorphe, ¢, = 1. Si 7, est holomorphe ou anti-
holomorphe, les nombres dim(($,+)% ) sont faciles a calculer directement. Si
n’est ni holomorphe ni anti-holomorphe, on peut déduire du théoréme précédent

le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.  Pour mw, ni holomorphe ni anti-holomorphe, on a que

+oo
Tl = Z)dim((Dim)w)-T[gm_WH@
m=

+oo
Z_O dim((D;tm)oo).T[_(Sm_i_w)]’_.

La donnée de A\ détermine un sous-groupe de Cartan compact de GG d’algebre
de Lie t et un sous-groupe compact maximal K d’algebre de Lie £ contenant t.
Alors, fy, = —i\ € t* est le paramétre de Duflo pour la série discréte my, H est
la coracine pour le choix d’un systéme de racines positives de tc dans €c et Z
est un générateur bien choisi du centre de £. Les nombres fy(H) et fi(Z) sont
alors des entiers. De plus chaque (D/j\fm)Oo est l'espace des solutions d'un sys-
téme différentiel linéaire ordinaire sur |0, +oo[ qui sont de carré intégrable pour la
mesure de Haar %. Cela dit, il est difficile de calculer dim((Dim)oo) directement
(le systéme différentiel présente deux sigularités, dont I'une de deuxiéme espéce).
Cependant, en combinant les théorémes précédents avec des résultats de Fabec et
ceux de Kraljevic, on parvient a décomposer my|p explicitement:
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Théoréme 1.3.  Pour m\ ni holomorphe ni anti-holomorphe, on a que

“+o0 “+o00
T & T _ T .
N Bm+w],+@§ (3 AR
m=0

m=0
On en déduit pour les espaces (Dim)Oo la conséquence suivante :
Proposition 1.4.
dim((D;—im)oo) =0, st 0<m< fLi(H) -1
et
dim((D5,,)°) =1, si m = fa(H).

Comme indiqué plus haut, ce résultat semble difficile & obtenir par des
méthodes "directes".

2. Reéalisation des séries discrétes d’un groupe de Lie simple et
hermitien dans des espaces de formes harmoniques

Dans cette section, on va rappeler des éléments sur la construction des séries
discrétes d’'un groupe simple hermitien par la méthode des formes harmoniques.
Plus précisément, en 1982, Hersant ([3]) a construit les "formes harmoniques et
les modules de cohomologie relative des algébres de Lie" généralisant certaines
constructions de Schmid ([14], [15]), Narasimhan-Okamoto ([II]). Dans la suite,
on va d’abord rappeler la construction de Hersant, puis expliquer comment elle
généralise celle de Narasimhan-Okamoto. Ensuite, dans les sections suivantes, on
va appliquer cette construction a la décomposition de la restriction des séries dis-
crétes de SU(2,1) a un sous-groupe de Borel.

2.1. Rappel de la théorie de Hersant [3].

Soient G' un groupe de Lie réel, K et Z deux sous-groupes fermés de G
qui vérifient: (1) Z est inclus dans le centre de G. (2) Z est inclus dans K, et
K/Z est compact. Soient g, ¢, 3 les algébres de Lie correspondantes, et gc, tc, 3c
leurs complexifiées respectives.

Supposons qu’il existe une sous-algébre complexe ¢ de gc qui est stable par
l'action adjointe de K, et telle que gc = ¢+ ¢ et e[)e = €c (ici "~ " désigne la
conjugaison dans gc par rapport a la forme réelle g).

Soit V' un (e, K)-module de dimension finie qui est K -unitaire : c’est-a-
dire que V' est I'espace d’une représentation unitaire 7 de dimension finie de K
et d’une représentation notée 7 aussi, de e vérifiant

d
Vk € K,Vz € ¢, 7(Adk.z) = 7(k)7(2)7(k™"), et Vo € &, 7(x) = 7 T(exptx).
=0
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Supposons de plus que Z agit scalairement dans V' suivant le caracteére y.

Maintenant soit 7 une représentation unitaire de G dans H. On note aussi
7 la représentation de g¢ (et de son algébre enveloppante universelle) dans H>
(ici H* est le sous-espace des vecteurs C* de 7 dans H).

Notons (7%,V*) la représentation contragrédiente de (7,V). Soit

A(e*) @V @ H™ = @,AP(¢*) @ V* @ H*™

le e-complexe standard a valeurs dans V* @ H> (par rapport & 7* ® 7|, ). Notons
0 le cobord standard de Hoschild-Serre pour A(e*)@V*QH™ et © = Ad*®@7* @7
la représentation de K dans A(e*) ® V* @ H* définie par: (O(k)w)(Xy,...., X,) =
(7*(k) @ 7(k))w(Adk™ Xy, ..., Addk ™' X)) ot k € K et w € AP(¢*) @ V* @ H™ est
une p-forme. On peut vérifier facilement que les opérateurs ©(k) commutent au
cobord 0.

Considérons le sous-espace de A(e*)@V*@H™ constitué des formes w telles
que i(X)w = 0 pour tout X € t¢, ou (i(X)w)(Y1,...., Y1) = w(X, Y1, ..., Y1)
pour w une p-forme. Cet espace s’identifie naturellement a

A(e/tc)") @ V' @ H™
qui est stable par la représentation ©. Notons
A((e/t)") @ VF @ H®® = {w e A((e/te)) @ V* @ H®| O(k)w = w,Vk € K} .

On peut vérifier que [A((e/tc)*) @ V* @ H™]¥ est stable par 'opérateur 9, on
définit donc par restriction de 0, un sous-complexe que 1’on note

[A((e/t)") ® VF @ H®K 25 [A((e/tc)") © V* @ HF]K. (1)

Puisque K/Z est supposé compact, AdK est un groupe compact. Donc sur A(e*)
(ainsi que sur A((e/€c)*)), il y a un produit scalaire AdK -invariant. Ainsi 'espace
A(e*) ® V* @ H a une structure naturelle de produit tensoriel hilbertien, pour
laquelle la représentation © de K est unitaire.

Hersant a démontré les assertions qui suivent. Le sous-espace que l'on
note [A((e/tc)*) ® V* ® H|X des vecteurs invariants par ©(K) est 'adhérence
de l'espace [A((e/tc)*) ® V* @ H®|X dans A((e/tc)*) ® V* @ H. L’opérateur
[A((e/tc)*) @ V*@H™]K 25 [A((e/te)*) ® V* @H®]X aun adjoint formel dy sur
le méme espace. De plus si on pose Ui = Oxdx + dx Ok, alors

[Im(Ox + k)] = ker(dx) Nker(dx) = ker O,

ot [Im(d + dx)]* est Porthogonal de Im(dx + ) dans [A((e/tc)*) @ V* @ H|X.
En particulier, ker(dx) Nker(dx) est fermé dans [A((e/tc)*) ® V* @ H]X. Enfin,
on a ker(Jx) = ker Jx @ [ImOk |, 01t [ ]oo désigne I'adhérence dans l'espace de
Fréchet [A((e/€c)*) ® V* @ H*]X. On en déduit en particulier que ker g, muni
de la topologie induite par celle d’espace de Hilbert de [A((e/€c)*) @ V* @ H]¥ | est
homéomorphe au quotient d’espaces de Fréchet ker(Odx)/[ImOk]~. Si de plus les
espaces de cohomologie du complexe sont de dimension finie, ImOx est fermé
pour la topologie de Fréchet et ker g est isomorphe a l’espace de cohomologie
relative ker(Ok)/ImOy .
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Pour simplifier, on appelle le sous-complexe construit ci-dessus le “complexe
de Hersant" et on le note C*(e,V, K, G, ). Puisque dans toute la suite, on prend
toujours " Z" trivial pour tous les groupes concernés, on n’indique pas "Z" dans
la notation du complexe. De plus dans toute la suite, si le " K" concerné est aussi
trivial, on remplacera C*(e,V, K, G, ) par C*(¢,V,G, 7).

Soit H = L*(G/Z,x), Vespace de Hilbert des fonctions f qui vérifient
f(zg) = flgz) = x(2)f(9),Yg € G,¥Vz € Z et qui sont de carré intégrable
modulo Z pour une mesure de Haar invariante a gauche. Le groupe G opére
dans H par la représentation réguliére droite r (resp. gauche [, définie par
r(9)f(x) = AY*(g) f(xg) (vesp. U(g)f(x) = f(g7'x)), f € L*(G/Z,x), g, € G,
ot A est la fonction module de G'.

On note aussi r la représentation de gc (et de son algébre enveloppante
universelle) dans H>, le sous-espace des vecteurs lisses pour r dans H.

Hersant a également démontré que le sous-espace ker(dx) N ker(dx) du
complexe C*(e,V, K,G,r) est invariant par la représentation unitaire 1 ® 1 ® [
de G dans A(e*) @ V* @ H (o0 1 ® 1 ® 1 signifie que G agit trivialement dans
A(e*) ® V* et par la représentation réguliere a gauche dans H). On note la
sous-représentation associée (e, V,x). Comme la représentation 1 ® 1 ® [ laisse
clairement invariant le sous-espace des g-formes, on a w(e,V,x) = @ n%(e,V, x),
ou 7i(e,V,x) est la sous-représentation associée de G dans H%(e,V, K,G) =
(ker(0x) Nker(dg)) N (A9(e*) @ V* @ H).

2.2. La construction de Narasimhan-Okamoto dans le cadre de Hersant.
Maintenant, on va énoncer un théoréme de Narasimhan-Okamoto dans le
cadre de la théorie de Hersant. On reprend les notations du numéro [2
Supposons donc que G est un groupe de Lie simple connexe et hermitien
d’algébre de Lie g. Soit K un sous-groupe compact maximal de G d’algébre de
Lie €. Soit g = £ @ p la décomposition de Cartan associée et soit gc, €c,pc les
complexifiés respectifs de g, €, p. On fixe une décomposition d’Iwasawa G = K AN .
Alors sur 'espace homogeéne GG/ K, il existe une structure complexe G-invariante.
Plus précisément, il existe deux sous-algébres complexes p.,p_ de g© telles que

Py ®p- =pc, P+ =p_, [tc,p4] Sy

Donc [tc,p_] € p_. De plus lespace des vecteurs tangents anti-holomorphes
est canoniquement identifié & p,. Soit t C £ une sous-algébre de Cartan de g.
Notons A l’ensemble des racines de gc par rapport a tc, et Ag (resp. A,)
I'ensemble des racines compactes (resp. non compactes) pour A. Alors il existe
un et un seul sous-ensemble A C A, tel que pp =P, . A+ 8%, o g* est I'espace
radiciel associé & «, et il existe un ensemble de racines positives AT de A, tel que
A C AT, Clest-a-dire que A est 'ensemble de racines positives non-compactes
par rapport & AT, On note A} I'ensemble de racines compactes positives associé
(donc AT =AFUAL).

On désigne par p la demi-somme des racines dans A*. On note Wy le
groupe de Weyl du systéme de racines compactes.
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On note § 'ensemble des formes linéaires complexes A sur t¢ qui sont telles
que A+ p soit algébriquement intégrable sur tc, c’est a dire telles ques (A+p)(H,)
soit entier pour tout o € A. Ici H, est la coracine de a. On a § C (it)*. Posons

F={\€FINH,) #0 YVaec A}

3o ={NeF|NHs) >0 Vae AL}

Il est clair que § est invariant sous ’action de Wi et que chaque Wi -orbite
dans § rencontre § en un point et un seul.

Harish-Chandra a construit un application A — m, de § dans ’ensemble
des séries discrétes de G qui passe au quotient en une bijection de ’ensemble des
Wi -orbites dans § sur ’ensemble des séries discrétes de G. Par abus, on dit que
I’élément A\ € § est le paramétre de Harish-Chandra de la série discréte ).

Soit donc 7y une série discréte de G dont le paramétre de Harish-Chandra
est A € §. Sans perte de généralité, on peut supposer que A € Fj,.

Si A € it* est un poids dominant relativement & A%, c’est a dire vérifie
A(H,) € N, pour tout o € Ak, on désigne par V* le K-module irréductible de
plus haut poids A.

Soit wy le seul élément de Wi tel que wg (A1) = —AT. Pour simplifier, on
désigne par V) le K-module irréductible V~"52=* de plus haut poids —wg\ — p.
Soient Q) = {a € Af| —wg A(H,) > 0} et gy = card(Q,).

Alors, dans le cadre de la théorie de Hersant, posons ¢ := p ®tc ((e/tc)" =
p_), et V. = V), laction de p, dans V) étant triviale. On note wi(e,\) :=
7i(e, V), 1) la représentation construite par la méthode de Hersant a partir de V)
(x = 1 est trivial). Alors le théoréme suivant est di a Narasimhan et Okamoto
(

[11]) -

Théoréme 2.1. Si q # qn, alors wi(e,\) est réduite a zéro. Par contre,
7w (e, \) est la série discréte de G dont le paramétre de Harish-Chandra est .

3. Le groupe SU(2,1) et ses sous-groupes B et B,

Cette section consiste a rappeler des propriétés et fixer des notations sur SU(2,1)
et des sous-groupes concernés. Donc dans tout ce qui suit, on note G le groupe
SU(2,1) et g son algebre de Lie.

Pour simplifier notre travail, dans tout ce qui suit, on reprend toutes les
notations concernant G = SU(2,1) et ses sous-groupes dans la section 3 dans [9]
et la section 2 dansa [I0]. On précise les notations qui nous sont utiles.

Soit @ I'involution de Cartan sur G et g, telle que 6(g) = tg~! pour g € G
et O(X) = —'X pour X € g. Soit K = {g € G|0(g9) = g} le sous-groupe compact
maximal de G, € son algébre de Lie et p = {X € g|0(X) = —X}. Alors

K:{(ﬁ detog—l) |g€U(2)} E:{(ﬁ _tzA) |A€u(2)}.
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Le centre z(£) de ¢ est de dimension 1. Il est engendré par la matrice Z =
1 0 0

¢t 01 O . On fixe une sous-algébre de Cartan compacte t C € comme
00 =2

t= {dlag(lhl,lhg,’lhg,)‘ hl, hg, hg cRet hl + h2 + h3 = 0} .
Le systéme de racines associé est
A = E(Q(c,t(c) = {Oékl| 1 < k # l < 3},

ou

ay(diag(hy, he, hs)) = hiy — hy.

Le sous-systéme des racines compactes est Ax = {£ais}.

Le sous-espace radiciel g¢* pour la racine ay est CEy. Ici Ey € M3(C)
désigne la matrice élémentaire d’indice kl. La coracine de ay; est la matrice
Hyy = Exx — Ey.

Supposons que 7, est une série discréte de G avec le paramétre de Harish-
Chandra X\ € it*. Soit f\ = —i\ € t* qui est le parametre de Duflo dans le cadre de
la méthode des orbites. Alors sans perte de généralité, pour m, holomorphe (resp.
anti-holomorphe), on peut supposer que A vérifie que \(Hy2) € NT et A\(Hs;) € NT
(resp AM(H12) € Nt et A(Hy3) € NT). Pour 7, ni holomorphe ni anti-holomorphe,
on peut supposer que A(Hyz) € NT et A\(Hy3) € Nt avec A(Hia) > A(Hi3). On
va utiliser cette convention dans toute la suite.

Soit S = E13+ Es31. Alors a = RS est une sous-algébre abélienne maximale
de p. L’ensemble des racines restreintes associées est {£f,£25} avec [(tS) =
t, t € R. Les sous-espaces radiciels correspondants sont gg = RE; @ RE] et
928 = REQ, ou

0 -1 0 0 — 0 2 0 =2
Er=11 0 -1 Ei= —i 0 i Ey=4¢1 00 0
0 -1 0 0 —2 0 2 0 -2

On a donc [Ey, E}] = E;. Notons n = gg + gop et N = exp(n). Alors
N est un groupe de Heisenberg de dimension 3. Les décompositions d’'Iwasawa
associées sont g =€@adn et G = KAN. Pour simplifier, on note By := AN et
bl = Lle(Bl)

Posons W = %(Hu + Hsp). Alors m = RW est le centralisateur de a dans
t . Deplus [W, E\| =E|, [W, E]]=—FEy, et [W, E3J=0. Donc b=m@&adn
est une sous-algébre de Borel. Ainsi, B := MAN est le sous-groupe de Borel
associé, avec M := exp(m).

3.1. Les représentations T, deB; et T: de B.

Comme nous 'allons voir, la restriction d’une série discréte de G & B
ou B est une sous-représentation de la représentation réguliére gauche de ce sous-
groupe. Par suite, la décomposition en irréductibles fait apparaitre uniquement des
représentations intervenant dans la décomposition de la représentation réguliére
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gauche. Or, Duflo a donné une paramétrisation de ces représentations par cer-
taines orbites coadjointes réguliéres, deux représentations étant équivalentes si et
seulement si elles sont associées a la méme orbite. Dans ce numéro et le suivant,
nous allons décrire la paramétrisation de Duflo pour B; et B.

Remarquons que S, Fi, Ej], E, constituent une base de b;. Notons
S*, Ef, B, E5 la base duale correspondante dans b}.

Posons fi = +£F5 € b]. On vérifie directement que Q. = B;.f1 sont les
deux Bj-orbites coadjointes ouvertes. La paramétrisation de Duflo associe a €24
une représentation unitaire irréductible de By, notée T, . Les représentations T
sont les deux séries discrétes de Bj.

Posons ny = fi|,, ot n = Lie(N). Alors, n est le radical unipotent de b,
et le stabilisateur de n. dans B; est le centre de N. On en déduit que

B,

T:t = Il’ldTTni
N

ou T,, est la représentation irréductible unitaire de N associée a ny par la
méthode des orbites de Kirillov.

On vérifie que [ = C(E; £iE]) @ CE, C nc est une polarisation positive
de fi, c’est aussi une polarisation positive pour ny = fi|,.

Nous réalisons alors T,, comme une induite holomorphe : Soit ¢ une
fonction lisse sur N qui vérifie

X *xp=—-ns(X)p pourtout X € [ (A)

ou, X * ¢ est l'action de X sur ¢ en tant qu’opérateur différentiel invariant
a gauche (ici, on prolonge naturellement l'action & ng, plus préciséent, pour

X, Y en, Xxp(z) = %gp(mexp(tX)L:O, et (X +iY)xp=Xxp+iY x¢).
Comme E, € Iy, on a pour tout X € RE,, ¢(rexp(X)) = e =X p(z).
Donc, |¢|* est bien définie sur N/ exp(RE;). Notons H(ny, [y, N) le complété

hilbertien de 'espace préhilbertien des fonctions lisses sur B; qui vérifient (A)

avec la norme
ol = | Pz < +oo,
N/ exp(RE?2)

ou dz est une mesure invariante & gauche sur N/exp(RE;). Une telle mesure
existe, puisque exp(RFE,) est distingué dans N. Il est clair que N opére dans
H(ni,le, N) par translations a gauche, et cette représentation que 'on note
p(ng, lu, N) est bien une réalisation de T,,, . Similairement, on peut définir une
représentation p( fi, [+, By) de By dans H(fy, [+, By) (il suffit de remplacer N
par Bj). Puisque B; est le produit semidirect de A et N, on déduit que

By
p( fe, e, Br) =2 IndiT,, = T.
N

De plus, la représentation T, se prolonge naturellement en une représentation T4
de B qui est réalisée de la maniére suivante:

(T=(2)¢)(y) = oz~ 'yz), ¢ € H(ns,ls, B)) €M, y € By.
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Remarquons que les T+ ne sont rien d’autres que les représentations " p(fy)"
et "pY(fo)" dans Rossi-Vergne ([13]). Ici pY(fo) est la représentation contragré-
diente de p(fy). Pour plus de détails (concernant les notations etc), on renvoie a
Rossi-Vergne ([13]). (voir aussi [9]).

3.2. Séries discrétes de B.

Comme dans [9] ou [10], pour m € Z, on note o, le caractére de M tel
que o, (exptW) = ¢s)t € R. Alors, puisque B; est distingué dans B, il
est évident que I'on peut prolonger trivialement o,, en une représentation unitaire
irréductible de B (c’est-a-dire que 'action de Bj est triviale), on la note encore
om- 1l est facile de voir que les représentations o, ® T: que I'on désigne par T, 1
sont irréductibles, Vm € Z.

On vérifie que 'ensemble {T,, 1} est exactement ’ensemble des représenta-
tions unitaires irréductibles de B qui sont obtenues par la paramétrisation de Duflo
et que ce sont toutes des séries discrétes. En particulier, la formule de Plancherel

pour B ne fait apparaitre que des séries discrétes. Pour plus de détails, on renvoie
a [ et [9).

4. Décomposition de m,|p

Dans cette section, on va donner une décomposition explicite de my|p. Notre
méthode est essentiellement basée sur la théorie des "formes harmoniques" intro-
duite dans la section 2. Pour ) holomorphe ou anti-holomorphe, cette méthode
nous donne directement une décomposition explicite. Pour 7, ni holomorphe ni
anti-holomorphe, cette méthode va nous permettre d’établir ’égalité entre la mul-
tiplicité d’une représentation apparaissant dans la décomposition et la dimension
d’un certain espace de solutions d’un systéme différentiel ordinaire linéaire. On en
déduit immédiatement que 7y |p est B-admissible. Puis en utilisant les travaux de
Fabec et ceux de Kraljevic, on parvient finalement & décomposer my|p explicite-
ment.

4.1. Application de la section 2 a la décomposition de 7, | (et de 7,|g,).

Maintenant on revient sur G = SU(2,1) et on reprend les notations des
sections précédentes concernant GG et ses sous-groupes. Dans notre situation, on
peut prendre p, et p_ de la section précédente comme

we{(3 o)
{3 ) fresaic)

ou pc = { ( 3 )0( > X € My,1(C), Y € MLQ((C)} est le complexifié de p. Sion

prend A} = {ai2}, on a donc AT = {aqs, aza, 31} et p = azs.

On se donne \ € it* correspondant & une série discéte m, de G. Puisque dans
notre cas, Wy = {Sq4,,, td}, V) est le K-module irréductible de plus haut poids
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—SappA — 32 = —S12(A + agz1). Par suite, le K-module dual V) est de plus haut
poids A + as;.

Soit maintenant ¢ = p, @ £c. Cependant on a aussi py & tc = b @ £, ol
hy = C(Ey+iE)®C(S—iF2/2). On en déduit que ¢,, = hy (resp. ¢, = h dme)
qui est considérée comme une sous-algebre de (by)c (resp. bc), avec "K,Z"
triviaux, "V = V)" dans lequel 'action de e¢,, provient par restriction de celle
de ¢ (resp. avec "K = M", "Z" trivial, "V = V)" dans lequel Iaction de e,
provient par restriction de celle de ¢) vérifient les "hypothéses de Hersant". Comme
G = KB, = KB, on voit alors que le complexe de Hersant C*(e, V), K, G) peut
aussi s'interpréter comme C*(ep,, Vi, B1) ou C*(ep, Vi, M, B), et que

HQA(27 V)\7K7 G) - H(I}\(ebaVAaM7 B) = HQA(QBUV)\,BI):

chacun d’eux fournissant la restriction de la représentation 7, = 7% (e, \) au sous-
groupe correspondant. Donc 7|, (resp. my|p) est Paction de B; par translations
a gauche dans H%(ey,, V), By) (resp. H%®(ep, Vi, M, B)).

Notons & la représentation de py @ €c dans Vi = VATest triviale sur p.
et dont la restriction a £c est la représentation irréductible de plus haut poids
A+ azi. On note |y, encore par {. On désigne 'espace dans lequel T_ (resp.
T, ) agit par H_ (resp. H, ), et H*> (resp. H5®) le sous-espace des vecteurs C'™
de T_ (resp. Ty). Pour ¢ =0,1,2 (comme dim¢cp, =2, on a A%h,) =0 pour
q > 3), définissons

(Be)ng s A(0,)7 ® VI*9 @ HE — AT ()" © V0 @ HY,

le cobord standard de Hochschild-Serre pour le b,-module VATt @ HY, ou
I'action de b, dans HY est induite par Ty, mais celle de h, dans VATo31 est
&+ (tr adg, ).id/2 (non pas simplement £). Soit (d+)r," 'adjoint formel de (01)y,
tel qu’il est explicité dans [3]. Alors il est clair que le complexe ci-dessus n’est rien
autre que le complexe de Hersant C*(ey,, VT3 By, T.) mais pour lequel I'action
de e, = by est £+ (tr ady, ).id/2. Notons alors $ . = ker(dx )y g Nker (04)r," et

I+ = @zzo LI

Maintenant, considérons le (ey, M)-module VA3t ot Paction de M dans VATas
est induite par celle de K, mais laction de e, dans VATt est € + (tr ady).id/2
(rappelons que on a déja défini le e-module £ plus haut, ici on désigne ¢|, encore
par £). Donc a partir de ce module, on peut construire le complexe de Hersant
C*(ep, VA3t M, B, Tpps), ot Ty i est la représentation unitaire irréductible
de B que l'on a déja définie. Puisque T,, 1+ = 0, ® ﬂ qui prolonge T4, et
(ep)/mc = by, on déduit que le "ker(dx) Nker(dx)" (pour la notation, voir le
"Rappel de la théorie de Hersant") pour C*(ey, VA3 M, B, T,, +) n'est rien
d’autre que (9x4)o_,,, oU pour m € Z, (Hr+)s, désigne le sous-espace de ), 1
constitué des vecteurs de poids o, pour la représentation Ad" ® Thias ® ﬁ
de M. On note (H9r+)f = (Dat)o, NN, ¢ = 0,1,2. 1l est clair que

At = Omez(9r2)L, -
Maintenant on énonce le premier théoréme de cette section.
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Théoréme 4.1.

(i) ™l =7(e)[p, = dim(HT_ )T+ & dim(HY, )T

(i) mls =75 = S [dim((9r)2 ) Tos @ dim((952)2 )T -

mEZ

Démonstration.  On va d’abord montrer (i): puisque H%(ey,, Vi, B1) est Bj-
invariant pour 1®1®1, on peut le désintégrer par la décomposition de Plancherel,
autrement dit

H(ey,, Va, B1) = ) H, @ Homp, (Hy, H* (ey,, Vi, B1)).

W€1/3\1d

Ici B\ld désigne ’ensemble des séries discrétes de By, H, est ’espace dans lequel
7 agit et Homp, (H,, H%(¢y,, Vi, B1)) est l'espace des opérateurs d’entrelacement
entre H; et H%(ep,, V), By). Dans notre cas, By ne posséde que 2 séries discrétes:
T_ et T, dont I'une est la contragrédiente ou la complexe conjuguée de 'autre.
En effet, d'une part B; a uniquement deux orbites coadjointes ouvertes {2, et 2_;
d’autre part, on vérifie facilement que la désintégration de la restriction de Ty a N
ne fait intervenir que les représentations de caractére central exptF, — e avec
a > 0. Pour décrire concrétement I'espace Homp, (H,, H%(ey,, Vi, B1)), on peut
suivre la méthode de Schmid pour les groupes de Lie semi-simples ([14]), sauf que
dans notre cas, il faut faire un ajustement concernant la fonction module, puisque

le groupe B; n’est pas unimodulaire. En fait sous I'identification de Plancherel

L*(B)) = Z H, ® H,v, ou m est la représentation contragrédiente de 7,

WGB\ld

la différentielle de ’action de By dans Hl,v ne correspond pas a ’action réguliére
A droite r (dans L?(B;)), mais correspond a r — (tr ady, ).id/2, et le reste est
expliqué dans la section 5 de [3] (voir aussi [12]).

On peut démontrer (ii) similairement, et il suffit de remarquer que la
représentation contragrédiente de T, + est T_,, +. [ ]

Remarque. Il est clair que dim( ‘ifi) = ez AiM((Hx )2 ).

Maintenant, sauf indication contraire, on garde toutes les notations concer-
nant G = SU(2,1) et ses sous-groupes introduites dans les sections précédents.
Soit donc 7, une série discréte avec le paramétre de Harish-Chandra A € it*.
Notons fy, = —iA € t* le parameétre de Duflo. Dans la suite, on va exprimer les
résultats concernés en fonction de fy(H) et fi(Z). Ici H := iHis et Z est la
matrice définie dans la section 3.

On commence alors par traiter les séries discrétes non-holomorphes. Sup-
posons donc que 7, est une série discréte ni holomorphe ni anti-holomorphe.
Comme dans la section 3, on suppose que A\(Hi2) € NT et A(Hy3) € NT avec
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A(Hy2) > A(Hyz). Alors il est clair que fi(H) € N, fi(H) + fa(Z) € 2NT et
|/A(H)| > |fr(Z)]. On peut déduire facilement que dans ce cas, g = 1.

On va d’abord introduire le systéme différentiel ordinaire (d’ordre 1) Dim
sur ]0,4oo[ pour chaque m € N: si m > fi(H), Dim a 2f\(H) fonctions
inconnues, et si 0 < m < fu(H) — 1, Dim a 2m + 1 fonctions inconnues. Plus
précisément: si m > fy(H), le systéme Dim est le suivant:

(Ym)'(t) = (T AL + 2B + 1720y () (8 €]0,+00]) (Dy,,,  m > fa(H))

ou

A (13 (1)-2)

Si
avec 1, = S;FL — w} s = TTJ’rL — _(fA(Z)—gf,\(H)) ot
_ —(n+1+ f)\(Z)_fA(H)) \/§Z(n + 1)
A = " 2 L 0<n< f(H) -2
i < —\/§Z<f)\(H) —n — 1) (n +1+ fA(Z);fA(H)) = = f)\( )
h@+HhH) 1) —\/§i(n—|— 1)
e " L 0<n< fA(H) -2
m ( V2(fA(H) —n—1) (n41— DAL, <n < fa(H)
B o
Bt = B*
+
Bm,f)\(H)—l
avec
0 +1

et
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avec

Etsi 0 <m < fo(H) —1, le systéme Dim est le suivant:

() (t) = (T AL A2 B+t Cl)yn () (¢ €]0, +00]) (DX, 0 <m < fa(H)=1)

A,m)
ol N
am,1<t>
Un) = | ama(t)
a$,2m+1(t)
Tm
Ao
n = A,
Ai,m—l
avec 1. = fA(Z);fA(H)7 = _(fA(Z);f)\(H)) ot
. INZ)—fa(H) :
7 —V2i(fr(H) —n—1) (n+ 1+ LELE,

. ( (fA(Z)J;fA(H) —n—1) —\/§l(n +1)

V2i(fA(H) —n —1) (n—i—l—W)) sns=m

avec
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et

m,0

avec

Cc* :(_01 O), 0<n<m-1.

m,n 1

Définissons alors

A,m)?

—+00 t 2
(D,j\[,m)oo = {ym solution de DY, ; / ||ym%alt < +oo} .
0

Maintenant on énonce le deuxiéme théoréme de cette section:

Théoréme 4.2.  Pour 7y ni holomorphe ni anti-holomorphe avec f\(H) € NT,
B(H) + F(Z) € 28 et [fs(H)| > |fo(2)], on a que

+oo
mlp = mz_odim((p)\,m)oo)'T[gm_WL+@

,—

+0o0
Oy dim((D3)%) T gy x2=snon ) s
m=0

et

Tl = (Z dim((D;m)W)) T, & (Z dim((D;m)OO)> T_.

m=0

Remarque. Puisque dim((Dim)C’o) < 2f\(H), on déduit principalement de ce
résultat que 7, est B-admissible.

Démonstration. D’aprés le théoréme précédent et la remarque qui le suit, il s’agit
de montrer:

PourmeNetl:j:(ism_W)

dim((9x+)a,) = dim((D;)>)

et pour les autres [ € Z,

dim((ﬁx,t)}n) =0.
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On va d’abord traiter le cas de ()" = ker(0_)x1 Nker (6_)5,. Posons
H =8, Z = —E,/2, X, := E}/v/2 et Y} := E;/v/2. Alors dans b; = a®n,
(X1, Y] = 21, [H1, X4] = Xu, [H1,Y1] = Y7 et [Hy,Z] = 2Z;. Notons Jy =
Hy+1iZy, et J = X1+ 1Y, alors CJy & CJ; = h,. Donc si on note g, ¢ la
base duale de Jy et Jy, tous les éléments dans A'(hy)* ® VAT @ H® s’écrivent
sous la forme g ® vy + 1 ® vy avec vy, v; € VAT® © H°, et on peut vérifier
directement que les équations

(O )ai(po@vo+ @1 @) =0 dans A%(h4)" © Vagay, @ H

et

(5—)3,1((900 Qv+ p1 & Ul) =0 dans V>\+a31 ® H>

sont équivalentes a

Jo.Ul = Jl.U(] + U1

et

Jyvo + Jivg =0,

Dans les 2 derniéres équations, Jy et J; sont en tant qu’opérateurs dans
Vitas ®H> (par rapport a la représentation (£+(tr ad ).id)®@T_ ) et J§ (resp. J7)
est I'adjoint formel de Jy (resp. Ji). Donc ker(d_)x; Nker (6-)3, est 'ensemble
des éléments ¢y Qv+ w1 ®v; qui vérifient les 2 derniéres équations. Dans la suite,
on va déterminer explicitement les actions de Jy, J; et Jg, J; dans Viya,, ® H™.
Pour ceci, il suffit de déterminer celles dans Vyi,,, et dans H> repectivement.
On va d’abord déterminer leurs actions dans H>.

On a déja vu que T_ = Indﬁlp(n_, [L,N),ou p(n_, [_, N) est une induite
holomorphe.

Comme n_ = —E5, ona n_(X;) = n_(Y1) = 0 et n_(Z;) > 0, sans
perte de généralité, on peut supposer que n_ = Z; (par rapport a la base duale
X:, Yy, Z dans n*), car T_ =2 Ind¥ p(n_,I_, N) = Ind¥ p(rn_,[_, N), Vr > 0.
Soit Fy un élément de Iespace de la représentation p(n_,[_, N), et

g=exp(xX; +yY1+27,) € N.
Il est clair que Fi(g) = e “Fi(exp(zX; + yY1)) (rappelons que par définition
VX € [, ona X xF, +ify(X)Fi = 0). On peut donc identifier F; a une
fonction C — C : = + iy — Fi(exp(zX; + yY7)). Pour simplifier, on la note
encore F}, et sous cette identification, par des calculs directs, on peut obtenir que
XixFy =% 4+ iyl Y« F = %—%xﬂ, et Z1 % Fy = —iF;. On en déduit que

o .0 1 .

On peut vérifier que Fy(z + iy) = e~ 1@ %) est une solution particulicre de (A).

Puisque Fj ne s’annule en aucun point, F; s’écrit sous la forme F; = Fy. F, avec
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F, holomorphe (car (% + ia%)Fg = 0). Donc p(n_,[_, N) peut se réaliser dans

I’espace hilbertien
w 2
Hy z: = {F; F est holomorphe et/ |F(w)|26_%dw < oo} ,
o

ou w =2+ 1y.
Notons Hp, 7zr I'espace hilbertien ou agit Ind¥' p(n_,1_,N) = T_ et soit
f €Hp, z:. Vuque Bi/N = A, f est une fonction de By dans Hy,z: qui vérifie

Flgn) = pln, L, N) (") f(g). et / 1£(9)|%dg < oo.

Il est clair que le groupe R’ (pour la multiplication) est isomorphe &
A = expRH; par t — exp(logt)H;, et une mesure de Haar pour R} est %
(ici dt est la mesure de Lebesgue). Donc on peut identifier Hp, z+ & l'espace
hilbertien

{f : R% x C — C| f est mesurable, pour presque tout t € R} ,w +— f(t,w)

w? dt
est holomorphe et/ |f(t,w)|2e_%—dw <00 .
RixC ¢

On note cet espace encore Hp, 7+ et 7p, la représentation associée (qui est
équivalente & T_). D’autre part, on voit facilement que f € Hp, z: correspond

a une application ¢ : RY — H(n_,[_, N), avec f(t,w) = d)(t)(g).ei(wQ*yQ).eiz ol
w=2x+1iy et g =exp(xX; +yY1 + 2Z;). Puisque

exp(—uHy).exp(logtHy). exp(x X + yY1 + 274)

= exp(log(e™"t)Hy). exp(z X1 + yY1 + 2Z1),

on déduit facilement que pour f € Hp, z:,

(5, (exp(uH)) f(t w) = fle™"t, w).

Donc si de plus f € H, 5., on a (drp, (H1)f)(t,w) = —t%(t,w).
De méme, comme

exp(—uZy).exp(logtHy) exp(z X1 + yY: + 227)

= exp(logtH,) exp(x X + yY1 + (z — ut™?) Zy),

on obtient que (mp, (exp(uZy))f(t,w) = ™ " f(t,w) . Donc (dnp, (Z))f)(t,w) =
it™2f(t,w) pour f € HE, 7
De la méme fagon, on peut obtenir que

=2

(7, (exp(uXy + 0Y1)) F)(t w) = (B = @D) by 1y 4 ),

Donc

(A5, (X)) = 5170 () ~ 17 92 (1,0)
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et
1 0
(dﬂ-Bl (}/l)f) (tv w) - _§t_1wf(tvw) - it_la_w(tu w)'

Donc

B of
(dm, (Jo)f)(tw) = =t (t,w) — t—-

(dmp, (J)f)(tw) =t wf(t,w).

Avant de déterminer J§ et J;, on va d’abord décrire l'action du groupe
compact M dans Hp, z:. On a vu que (v(m)p)(z) = @(m~'zm) pour ¢ €
H(hg, b7, B1) et m € M. On a aussi vu M = expRW, avec exp ad(—wW).X;

= (cosw)X; + (sinw)Y; et expad(—wW) .Y; = —(sinw)X; + (cosw)Y;, ou

(t,w)

i/3 0 0
w=[ 0 -2i/3 0
0o 0 i3

Donc si m = expwW et g = exp(hH,).exp(zX; + yY; + 2Z)), alors m~'gm
= exp(hH;). exp((x cosw —ysinw)X; + (zsinw+ycosw)Y; +27;). On en déduit
que pour f € Hp, z:, on a (m.f)(t,w) = f(t,we’™). Donc les éléments dans
Hp, 7z qui sont de la forme f(#)w" sont des vecteurs poids de M, (m.(f(t)w") =
(f(t)w™).e™), et le sous-espace engendré par ce genre d’éléments est dense dans
Hp, z:. En fait, on peut vérifier directement que (f(t)w™, g(t)w™) =0 si n # m
oit (,) est le produit scalaire de Hp, 2+, et tout élément f(t,w) € Hp, 2z s'écrit
f(t) = S5 fult.

o]

n =1

Puisque | w|*" e~ 2 dw = 27.2".n!, on en déduit que

Hp, z: = {an(t)w”; Z(?".n!./ @dt) < oo}.

n=0 Ry

Maintenant on va calculer Jj et J;. Comme 7p, est unitaire, pour tout
X €ebhdn, on a drg (X)" = —dnp,(X). Donc on en déduit immeédiatement le
calcul de Jg et Ji:

)
Ji =dnp,(Hy +i2,)" = dnp,(—H, +iZ)) = —t > + tor

0
Ji =drp, (X1 +1iY1)" = drp, (- X1 +1Y1) = 2t—1a—w.

Maintenant, on va calculer 'action de Jy, Ji, J§ et Jy dans Vii,,, . Les
opérateurs sont induits par la représentation £+ (tr ad).id de h, = CJy+C.J; dans
Vitas - D’abord, on peut vérifier directement que dim(Vy 14, ) = fa(H) (rappelons
que fr(H) = —iA(iH12) = AN(H12)). D’autre part € = su(2) @ z(¢) ou z(¢) est le
centre de €, les représentations irréductibles de su(2) sont déterminées par leur
dimension et z(£) agit scalairement. Il est bien connu que l'on peut réaliser V) 4,

dans l'espace des polynoémes complexes homogénes en 2 variables de degré fy(H)—
_ (w14l ?)

1, et le produit scalaire (,), est défini par (P, Q), = f(c2 PQe = = dwidw,.
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Notons v, = w{‘.wéf*(H)flfn) (n = 0,1.., fa(H) — 1). Alors Tayas (Hi2)v, =
(fa(H) — 1 —2n)v, et Tatay (Er2)v, = —nv,—1 (par convention, v_; = 0).
Rappelons que les matrices Hj, et Ej, sont définies dans la section 3.

Notons
12 0 0
Zi=1 0 12 0o |,
0 0 -1
alors CZ) = z(&)c. Donc Zj agit scalairement dans V)., . Puisque Z) =

H13 — H12/2 et ()\ + 0431)(H13 — H12/2) = ()\ + 0631)(H13 — H12/2) = % — 3/2,
on note cette quantité o, Tatas, (Z4) = a.id.
Puisque

JOZHl—f-iZl:Hl—iE2/2:H13+2E31 avec H13€EC, E31€p+,

on a

£(Jo) = Taras (His).

Or, Hiz = 22 + 7}, donc &(Jo) = Tasan (B2 + Z}). D’autre part, on a tr ad =
4H{, ou Hf est I’élément de la base duale Hy, X7, Y{", Zf de b}, et Hi(Jy) = 1.

Donc on en déduit que

To(wa) = (6 + 2Hid) (o)) () = (P2

+ a+2)v,.

De méme,

Ji = By /V2+iE V2 = —V2iF, — V2iE3

avec Eiy € ¢ et Bz € py. Donc €(J1) = Tajas (—V2iF), or trad(J;) =0, et
on a

Ji(vn) = _\/Qi(TA-&-am(EO))(Un) = ﬁinvn—l-

On vérifie que (v, vy); =0 si n # m, et
(Un, V), = A2 201l (£L(H) — 1 —n)!.
On en déduit que Ji = Jy ( car &;1_2" —a+2 € R), et Jf(v1) =
—V2i(fr(H) — n)v,.

Maintenant, on peut calculer ker(d_)y1Nker (6-),:". Mais avant d’effectuer
les calculs explicitement, on remarque que les vecteurs v, constituent une base
de vecteurs propres pour le groupe compact M dans Vyi,, . Puisque W =
iH12/2 —iZ4/3, on obtient que

HAE)-1-2n o
2

) BHH)=\(2) _
3 /Un = e 6

jw( iw( n)

exp(wW)v, = e Up,.

On a vu que ker(d_)y1 Nker (0_),1" est constitué des éléments oo ® 10 + 1 ® i1
avec o, 1 € Vitay @ H™ qui vérifient

Jo-p1 = Ji.pro + 11

et
J{]".,uo + Jf,ul = 0.
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On peut écrire py = Z H - vn®gbn et py = Zf*(H) L0 @1y, avec ¢,y € H®.
Donc, on a Jy.puqp = Z o, ® Jo(¥n) + Zh (H)-1 Jo(vy) ® 1, D’apreés
ce qui précede, on obtient que
Ia(H)-1
o, _ H)—2n+2a+3
> vn®(—t5i —thnijA( ) 5 Un).

Jo-p1 =

n=0
De méme

IA(H)-1 fr(H)—1

JI'MO = Z Up & t_lw-¢n + \/§Z Z Up—1 & n¢n7

donc
fa(H)-1

Jipo + 1 = Z Un @ (1 w.p + Uy + V2i(n + 1)pgr).

n=0

Ici par convention ¢_; = ¢y, (my = Yy, () = V-1 = 0, et cette convention
s’applique dans toute la suite de la section. Donc on en déduit que I’équation

Jo.p1 = Ji.po + 1

est équivalente a

3 n _ H) -2 2 3 _ .
pour 0 <n < f\(H) — 1, c’est-a-dire
oy, _ H)—2n -2 1 _ .
0y (g DD 2202200 o1, 4 Vi 1) ().

De la méme maniére, on peut obtenir que

Ix(H)-1

* a¢n -2 f)\(H)_Qn—FQOK—F?)
Jgvg = ; Uy, @ ( Ry On + 5 Pn)
et
MH)-1 I (H)—1
Ji o = Z Up ® 2t_1 —V2i Z U1 @ (fa(H) — 1 —n)t,.
n=0 n=0
Donc

Jyo + Jfug =0

est équivalente a

awn Oy,

ot

H(H)—2n+2a+3

—V2i(f\(H)—n) 5

t—l (—t72+

)¢n =0 (**)

pour 0 <n < f(H)—1.
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On écrit ¢, = 7floooar,m( Jw™ et 1, = Z:;ooob 2w 0 < n <
fr(H) —1. Donc

awn o — / m
—t— = > —th, (D

m=0
o AHE) —2n+2a+1 X, ., AH)-2n+2a+1 -
(=75 + 5 Jtbn —%(—t >+ . Vo (£,

—+oco
tw.p, = Z t Ay (B0
m=0
et

\/§(n+1 Ybni1 = Z\/_z n A+ D)y, i1 (E)w™.

Donc de (x), on déduit que

H) -2 2 1
_tb/m,n<t) + (_t_Q + fA( ) ;+ ot )bmm(t) - t_la'm—l,n(t)_

V2i(n + L (t) = 0 >)

pour m > 0, 0 < n < fy(H) — 1. Ici par convention a_y, = b_1, = G p (1) =
b, () = 0 et cette convention s’applique dans toute la suite.
De méme, on peut obtenir de (k%) que

_2+f,\(H)—2n+204+3

tal . (t —1
Go8) + :

)am,n (t)—

V2i(fA(H) = 1)1 (t) + 2671 m + Dby n(t) =0 ().

Puisque la variable t est strictement positive, de (>) et (>>), on déduit que pour
m fixé, on a
O (i) 1 () = =t 21 (1)1 (1) +

2n—fr(H)+2a+3

(—t3+ 5 tbm a1 -1 -0 (D) =t V20(fr(H) = 1), (11)-n(t)
et
alm—n—l,f)\(H)—l—n(t) = t_l\/ﬁi(l + n)bm—n—l,f,\(H)—Q—n(t)—i_
. 2n— H)+2a+5 -
(t3— IrH) £ a1, f (=1 () =262 (M=1) by g, (F1y =1 (£).

2
Or apm (1) = @m,—1 = bm,—1 = by s,y = 0. Donc pour chaque m > 0,
on obtient un systeme différentiel Dy~ d’ordre 1 comme expliqué ci-aprés. Si
m = fa(H), Dy, a 2f\(H) fonctions inconnues, et si 0 <m < fu(H) — 1, Dy,
a 2m + 1 fonctions inconnues. Plus précisément: si m > f\(H) on obtient le
systéme d’ordre 1 de 2f\(H) fonctions inconnues suivante:

() (t) = (L1 A, + 2B, +t7°C )y, () (t€)0,400]) (Dy,,, m > fi(H))
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ou
b, gy iy -1(t)
A1, f (1) -1t

y— (t) _ bm—n,f)\(H)—l—n(t)

b (1) -1),0(t)
gy (1) 0(1)
et A, B, et C, sont les matrices que l'on a définies auparavant.
Si 0 < m < N; — 1, on obtient le systéme d’ordre 1 de 2m-+1 fonctions
inconnues suivante :

(Ym)'(t) = (7 AL+ 2B+ 7°C )y (1) (¢ €]0,+00]) (D34, 0<m < fa(H)—1)

ou
7f)\(H ( )
Am— 1fx( )— 1(t)

B bmfn,fA(H)flfn(t)
Ym(t) = | @m—n—1,1,(1)-1-n(t)

bLfA(H)—m(t)
aO,f,\(H)—m@)
bo. g tr)-m-1(t)
et A, B, et C, sont les matrices que 'on a définies auparavant (pour cette
raison-la, on appelle les systémes encore D;m)

On voit facilement que les systémes (>) et (>>) sont équivalents a Dy,
(m > 0). Le point important est que les systémes D) wm sont deux a deux in-
dépendants et toute a,,,, € C°°(]0, +00|) (la méme chose pour by, ) est impliquée
dans un et un seul systeme Dy

D’autre part, remarquons que [W, Jy] = 0 et [W,J;] = iJ;. On en déduit
successivement que exp(wW).Jy = Jy, exp(wW).J; = e™.J;, exp(wW ). = o
et exp(wW).p; = e ™p;. D’aprés ce qui précéde, il en résulte que

mfnfl) .

exp(wW).(wo @ Vg, (H)—n—-1 @ Qm—n—1,f,(H)—n—1(t)w

it (m— CLAEDEAE), 1

Yo & Vf\(H)—n—1 ® am—n—l,Nl—n—l(t)w

et
eXp(’wW)(Jf X vf)\(H)—n—l [ bm—n,f)\(H)—n_l(t)wmin) —

 w(m— BAUDER@) )

=€ ¢ ©1 @ Vg, (H)—n—-1 @ byn, fr(H)-n—1(t)w™
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Pour m € N, désignons par F), l'espace formé des vecteurs

Ni—1
D (0 @ Vfy (H)-n1 ® A1,y (1) —n1 (™"

n=0
m—n)

+p1 ® Vfy\(H)—n—1 & bmfn,fA(H)fnfl(t)w
oW, mn1,fy(H)-n-1()s  Om—nfy()-n-1(t) sont solutions de Dy, = avec
m > 0. Définissons également les espaces

(Fy)> = {gm € F,; / —Hgmf)Hth < —i—oo} .

*

+

Rappelons que 'on a déja défini

m(1)]?

(D)™ = {ym solution de Dy, ; / Mdt < —i—oo} _
.

Alors il est clair que dim(F};)>* = dim(D,,,)*°. D’autre part, d’aprés ce

qui précéde, on déduit facilement que pour m € N et [ = (3m — W—J“f*(z)))

dim((9x,-),,) = dim((£,)>)

et pour les autres [ € Z,

dim((5,,)},) = 0.

Pour le cas de (£, 4)" = ker(d, )1 Nker (4,)3 ;, le traitement est analogue.
La démonstration est donc bien achevée. [

Maintenant, il reste & trouver les dimensions des sous-espaces (Di, ).
Or en étudiant le comportement asymptotique en 0 (pour les systmémes
D5, ), on peut montrer que le sous-espace I'on note (E£)° des solutions ,,(t)

de Dim telles que f0+°° wdt converge au voisinage de 0 est de dimension
(H)+1,si m > fi(H), et de dimension m + 1, si 0 < m < fy(H). De méme,
I’étude du comportement asymptotique en +oo nous donne que le sous-espace que
Pon note (E;5)> des solutions y,,(t) de Dy, telles que 0+OO Mdt converge
au voisinage de +o0o est de dimension fy(H), si m > f\(H), et de dimension m,
sinon. Puisque 'analyse asymptotique dans notre cas est assez classique, on ne
donne pas de détails. Cependant, on renvoie a [9] pour tous les détails.
Cependant, il est clair que dim(Dy,,)* = dim((E5)" N (E5)*). Or la
dimension de l'espace des solutions de Dim est de 2f\(H), si m > fi(H), et

de 2m + 1, autrement. On en déduit donc que 1 < dim((Dim)oo) < fa(H), si
m > fA(H). De méme, pour 0 < m < fy(H), on a dirrl(Diﬂm)OO < m. Donc
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surtout dim(DF)>® = 0.

D’aprés ce qui précede, on déduit que Y F dim((Dim)oo) = +00. On a
donc
malp, 2 (+00) Ty P (+00) T

Maintenant avant de continuer & étudier my|p pour m, ni holomorphe
ni anti-holomorphe, on voudrait étudier le cas des séries discrétes holomorphes
a l'aide du théoréme 3.2 (le cas des séries discrétes anti-holomorphes se traite
analoguement). On verra non seulement que 'on peut retrouver le résultat de
Rossi-Vergne ([I3], Theorem 5.22) pour G = SU(2,1), mais que cette méthode
est particuliérement simple.

Supposons maintenant que my est une série discréte holomorphe. Comme
dans la section 3, on suppose que A\(Hjz) € NT et A\(Hs;) € NT. Donc fy(H) € NT
et fa(Z) + fA(H) est un entier pair strictement négatif. De plus, il est facile de
vérifier que dans ce cas ¢, = 0.

I est bien clair que ker (01)y0" = A%(hy)* ® VMo @ HY. Donc 9, =
ker (01 )50 Nker (d4)r0" = ker (0+)r0. On peut facilement voir que

ker (0) Ao—{uEVHa?’l@H ;o Jou=0 et J1M:0}-

Ici les opérateurs Jy et J; sont ceux que 'on a définis auparavant.

D’abord, on va calculer ker (§_),o. Ecrivons p = ZNlolvn ® ¢, avec
¢, € H>®, et les v, € VA1 sont ceux que l'on a définis auparavant. Alors &
I’aide des informations que I'on a eues pour les séries discrétes ni holomorphes
ni anti-holomorphes, on obtient que les conditions Jyu = 0 et Jijpu = 0 sont

équivalentes a
0o,

72, +
ot ¢

AH) = 2n+2a+3
2

et

t iy + V2i(n+ 1pyr = 0
respectivement. Ici, comme pour les séries discrétes non-holomorphes o =
3/2. Donc en écrivant ¢,, = Zm o Gmn(t)w™, on obtient de la premiére équation

o (H) +f,\(Z>
que amn(t) € Ct “"ez . Or

hZ2)
2

INGIETNG

[
0 t

Donc % _ = ker(d_)x0 = 0.
Maintenant, il reste a calculer Y)?\’ 4+ = ker(d;)r0. Comme dans .637_, en
identifiant H, a H_, on obtient que

IH)-1
ker(5+)>\70 =q u= Z Uy @ Pp o,

n=0
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ou ¢, € H> vérifient

Odn s
—to

MH(H) —2n+2a+3
2

an:O
et

I, ,
—2t—1a% +V2(n + 1)igpy = 0.

Donc, en écrivant ¢, = ;LO:OO Amn(t)w™, on obtient de la premiére équation
_ne_d

FAU)+12 (2) : .
que a,n(t) € Ct M 2, et de la seconde équation, on déduit que
P py(H)—1 = G0,y (H)—1 €t Qpmp(t) = V2(n + 1)2’t%. On peut vérifier directe-

_ I +5(2) 2 A
ment que si -y, ,11(t) € Ct™ > ~( e~ alors v2(n + 1)@15%“(“ €

-2
th—"e—tf fA(H);‘f)\(Z)

7. D’autre part, puisque est un entier strictement

négatif, on a
N2 42
2

+oo ti n,——— 2
J © 7 Vit < oo
0 t

On en déduit donc HY . = ker(d;)yog = IA(H) Cv, = VM1 Donc
A,‘f’ + ) n—O
d’apreés le théoréeme 3.2, on déduit le résultat suivant:

Proposition 4.3.  Soit m\ une série discréte holomorphe de G = SU(2,1)
avec X\ € it*, son paramétre de Harish-Chandra, vérifiant que A\(Hyz) € NT et
A(Hszp) € Nt Soit fy = —i). Alors on a

Ia(H)—-1

T(sz<H>2—fA<Z> )
0

~

7T>\|B

et
malp, = fA(H).T-.

Cette proposition va aussi servir dans la section suivante & trouver la dé-
composition explicite de 7|p pour 7y ni holomorphe ni anti-holomorphe.

Pour 7, anti-holomorphe, la formule pour la décompostion de m,|p (resp.
7alp, ) est tout a fait similaire, sauf que les sous-représentations intervenant sont
des "T,,+" (resp. T4). On laisse le lecteur intéressé traiter ce cas en détail.
Cependant il faut souligner que la formule pour 7|5 (quel que soit 7y ) a un sens
géométrique dans le cadre de la méthode des orbites (voir [10]).

4.2. Interprétation et application de résultats de Fabec et de Kraljevié.

Dans cette section, on va compléter I’étude de la décomposition de 7, |p
pour 7, ni holomorphe ni anti-holomorphe en utilisant des résultats de Fabec et
ceux de Kraljevié. En les combinant avec les résultats des sections précédentes, on
arrive & décomposer explicitement m|p.

Soit RP la série principale de G = SU(2,1) par rapport & B, ou p € M
(c’est-a-dire est un caractére unitaire de M) et o € a. Rappelons que RP® est
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la représentation induite par la représentation de B de dimension 1 : man —
exp((a + p)(loga)p(m)), oh m € M, a € A, n € N et p = itr(ad|,). Comme
dans [7], on peut identifier M au réseau des formes linéaires f dans m* avec
f(W) € Z/3, ceci nous permet d’identifier M a Z/3 dans la suite. On identifie
également o & a(S) € C, ot S € a a été défini dans la section 3.

Kraljevi¢ ([7] et [8]) a déterminé explicitement tous les sous-quotients irré-
ductibles unitarisables pour RP*“. En particulier, il a donné une condition neces-
saire et suffisante pour qu'un sous-quotient irréductible unitarisable soit une série
discréte et il a aussi montré que RP® a les méme sous-quotients irréductibles (uni-
tarisables ou pas) que RP'™*.

Fabec ([2]) a construit pour toute R»* deux sous-espaces fermés invariants
Ny C N;. Notamment il a démontré que

Théoréme 4.4. Si a=3p+2k, avec 3p+k>1 et k>1 (ici k €Z), alors
Ny muni de laction induite par RP“ est unitarisable. De plus en notant encore
ce sous-quotient unitaire RP*, on a

—+oo —+o00
Rolp (Y e ey

n>3p+k n>k
Ici
Tm’+ = T3m7_
et
G T3m’+,
Vm € Z/3.

Remarque. Dans l'article de Fabec ([2]), il y a une erreur sur un indice de somme
dans le théoréme concerné (voir le Theorem 6.3 de [2]), et le théoréme précédent
est la version corrigée.

Or d’aprés Kraljevi¢ (voir Theorem 6, Proposition 2 et (iv) de Proposition
3 dans [§]), lorsque 3p +k > 1 et k > 1 (k € Z), on déduit que RP* a
un seul sous-quotient unitarisable irréductible (et il correspond a "y 1(r)" avec
"j(p,a) = 1,j(p,—a) = 2" dans [§]). Donc on en déduit qu’il est exactement
celui dans le théoréme précédent. D’autre part, en appliquant le Theorem 6 de
[8] , on peut montrer qu’il correspond & une série discréte ni holomorphe ni anti-
holomorphe. Plus précisément, le paramétre de Harish-Chandra associé A\ vérifie
que A(Hi2) = o, A(Hi3) = 3p+k et AM(Hsz) = k. Donc en appliquant le théoréme
précédent de Fabec, on peut décomposer explicitement toutes ces séries discrétes
non-holomorphes dont le parameétre de Harish-Chandra A\ vérifie N(Hy3) > 1 et
A(Hsz) > 1. Du coup il reste a décomposer les séries discrétes non-holomorphes
7T>\’B avec )\(ng) =1 ou /\<H32) =1.
Maintenant, on considére R*S™ 1 avec k € Z et k # 0 et kb # —1.
D’aprés ([7]), on sait que R*5™1 a les méme sous-quotients irréductibles que
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R¥$1. Or on peut déduire de (J8]) que R*57! a trois sous-quotients irréductibles

unitarisables. Plus précisément, si k& > 1, alors il s’agit de la série discréte
holomorphe dont le paramétre de Harish-Chandra associé A\ vérifie que A\(Hja) =
k, A(H3;) = 1, de la série discréte ni holomorphe ni anti-holomorphe dont le
paramétre de Harish-Chandra associé \;, vérifie que A\p(Hyz) = k+1, M\(Hys) =1
et d’une représentation unitaire irréductible qui n’est pas une série discréte. Et si
k < —2, alors il s’agit de la série discréte anti-holomorphe dont le paramétre de
Harish-Chandra associé A vérifie que A(Hy2) = —1 — k, A(H3) = 1, de la série
discréte ni holomorphe ni anti-holomorphe dont le paramétre de Harish-Chandra
associé Ay, vérifie que A\y(Hyz) = —k, A\p(Hsz) = 1 et d’une représentation unitaire
irréductible qui n’est pas une série discréte. Ainsi il est clair que chaque série
discréte ni holomorphe ni anti-holomorphe dont le parametre de Harish-Chandra
associé A vérifie que A\(Hy3) = 1 ou )\(H 32) = 1 figure comme un sous- quotient

irréductible dans une (et une seule) R™5 ! (donc dans une et une seule R*5 ).

Or d’apreés le Theorem 6.5 de [2], on sait que R*5~1 est unitarisable sur Ny. De

2641 _q
plus notant Ry> °  le sous-quotient sur Ny, on a

si k>1,
2k41 _q k1
3 ~ kL
RN2 |B =T 3 5
et si k < —2,
2k+1 _q k42
3 o~ ’
RN2 |B =T 3

Donc on peut déduire de la proposition 4.3, du théoréme 4.2 et de la section
4.1 que le sous-quotient unitaire sur N, est la représentation unitaire irréductible

qui n’est pas une série discréte. D’autre part, d’aprés le Theorem 6.6 de [2],

2k+1
R*3~1 est unitarisable sur N; /Ny. De plus, notons R;,;° ~ ~ le sous-quotient

unitarisable sur N;1/N,, alors

sik>1,ona

+o0 k—1
o~ Z 7-(72k3,+1+n)7* D Z (ZEH _n) + o Z 7. (2EH _n), +
n=0 n=0 n>k+1
si k< —2,0na
—k—2
ZT(QkJrl*n) + EB Z T(2k+1+n) EB Z - 2k+1+n
n>0 n=0 n>—k

Donc la proposition 4.3 nous permet de déduire que le sous-quotient unitarisable
de R*5H1 sur N1/Ny contient forcément la série discréte ni holomorphe ni anti-
holomorphe de paramétre \p. Or d’aprés le théoréme 4.2 et la section 4.1, on sait
que si k > 1, alors la série discréte ni holomorphe ni anti-holomorphe de paramétre

Ar ne contlent pas le terme "7 A et si k < —2, elle ne contient pas le terme
2k+1 2k 1
"r(*55)= 1 Donc on en déduit que le sous- quotlent unitarisable de R™5 ! sur

N1/Njy est la somme de la série discréte ni holomorphe ni anti-holomorphe et de
la série discréte holomorphe (ou anti-holomorphe). Donc en appliquant encore
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une fois la proposition 4.3, on peut décomposer explicitement dans cette situation
mx|p. On arrive donc a décomposer explicitement 7,|p, pour toutes les séries
discréte non-holomorphes m, (de G = SU(2,1)). On résume tout ceci dans le
théoréme suivant:

Théoréme 4.5.  Pour 7w, ni holomorphe ni anti-holomorphe avec A\(Hya) =
n1 € Nt et N(Hyz) =ng € Nt (ng >ns), on a que

+o0o +oo
B =Y Tismizn—nar © Y T (@menitna)l.—

m=0 m=0

c’est-a-dire

+00 +oo
~
mls =) Tppsnenne, | ® > T gmsshunsney -
m=0

m=0
Donc on en déduit aussi une nouvelle fois le résultat que 'on a obtenu dans la
section 3.2:

mls, = (+00) T @D (+00) T_.

4.3. Conséquences sur (Dim)‘x’ .

Dans le théoréeme 4.2, on a vu que pour 7, ni holomorphe ni anti-holomorphe
avec fo(H) € N, fo(H) + fo(Z) € 2N* et |[fo(H)] > |f2(Z)], on a que

+o00o
T B = Z dim((D):m)oo)_TBm_ (3f>\(H)2+f>\(Z))]’+EB
m=0

Donc d’apreés le théoréeme 4.5, on déduit que

Proposition 4.6.  Pour les systéemes différentiels Dim et les sous-espaces (Dim)oo
définis dans la section 3.2, on a

dim((D5,,,)>°) =0, si 0<m < fi(H)—1
et

dim((Dim)C’O) =1, si m=>= fA(H).

Ce résultat semble difficile & obtenir par des méthodes "directes".
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