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Stabilité des sous-algèbres paraboliques de so(n)
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Résumé. Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique nulle. Dans
cet article, nous montrons l’équivalence entre la quasi-réductivité et la stabilité
pour les sous-algèbres paraboliques des algèbres de Lie orthogonales ainsi que
pour certaines algèbres de Lie qui stabilisent une forme bilinéaire alternée de
rang maximal et un drapeau en position générique.

Abstract. Let K be an algebraically closed field of characteristic 0. In this paper,
we prove the equivalence between quasi-reductivity and stability for parabolic
subalgebras of orthogonal Lie algebras and for certain Lie algebras which stabilize
an alternating bilinear form of maximal rank and a flag in generic position.
Mathematics Subject Classification 2010: 17B45, 17B20, 22E60.
Key Words and Phrases: Action coadjointe, algèbre de Lie stable, algèbre de Lie
quasi-réductive, forme linéaire stable, forme linéaire fortement régulière.

1. Introduction

Dans toute la suite, K désigne un corps algébriquement clos de caractéristique
nulle. Les algèbres de Lie considérées sont définies et de dimension finie sur K . Soit
g une algèbre de Lie algébrique et G un groupe de Lie algébrique affine connexe
d’algèbre de Lie g . On munit g∗ , l’espace dual de g , des actions coadjointes de g
et de G . étant donnée une forme linéaire g ∈ g∗ , on note g(g) son stabilisateur
dans g . On identifie g(g)/z , où z désigne le centre de g , avec son image dans gl(g).

Définition 1.1. Une forme linéaire g ∈ g∗ est dite de type réductif si son
stabilisateur dans g pour la représentation coadjointe, modulo z , est une algèbre
de Lie réductive dont le centre est formé d’éléments semi-simples dans gl(g).

De manière équivalente, cela revient à demander que le groupe G(g)/Zg soit
réductif, où G(g) désigne le stabilisateur de g dans G et Zg le centralisateur de
g dans G .

∗Ce travail a bénéficié du soutien des universités de Tunis El-Manar et Poitiers, ainsi que
du projet CMCU franco-tunisien PHC G1504 ”Théorie de Lie, Systèmes intégrables, analyse
stochastique” et du projet Erasmus Mundus Al-Idrisi.
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Définition 1.2. Une algèbre de Lie g est dite quasi-réductive si elle possède
une forme linéaire de type réductif g ∈ g∗ .

La notion de quasi-réductivité a été introduite par Duflo dans [5] (voir
également [6]) pour son importance dans la théorie des représentations.
Beaucoup d’algèbres de Lie sont quasi-réductives. Par exemple, si g est réductive,
g est quasi-réductive puisque 0 ∈ g∗ est de type réductif. De plus, les sous-algèbres
paraboliques d’une algèbre de Lie simple s de type A et C sont quasi-réductives
d’après un résultat de Panyushev (voir [12]). Par contre, ceci n’est plus vrai pour
les sous-algèbres paraboliques pour s = so(n,K) avec n ≥ 7. Récemment, dans
[6], Duflo, Khalgui et Torasso ont donné une caractérisation des sous-algèbres de
Lie paraboliques de so(n,K) qui sont quasi-réductives (voir [6]).

Tauvel et Yu ont étudié dans [14, ch.40] une classe d’algèbres de Lie reliée à celle
des algèbres de Lie quasi-réductives:

Définition 1.3. Une forme linéaire g ∈ g∗ est dite stable s’il existe un voisinage
V de g dans g∗ tel que, pour toute forme linéaire f ∈ V , les stabilisateurs g(g)
et g(f) soient conjugués par le groupe adjoint algébrique de g .

Définition 1.4. Une algèbre de Lie est dite stable si elle admet une forme
linéaire stable.

La notion de stabilité a été introduite par Kosmann et Sternberg dans [10].
Il est clair qu’une forme linéaire stable est régulière. Ceci a été notre principale
motivation pour étudier les formes linéaires stables. D’autre part, si g est une
algèbre de Lie quasi-réductive, elle admet des formes linéaires régulières de type
réductif lesquelles sont stables (voir [6]). Une algèbre de Lie quasi-réductive est
donc stable. Par contre, il existe des algèbres de Lie stables qui ne sont pas quasi-
réductives (voir exemple 2.12).
Dans [13], Tauvel et Yu ont donné un exemple d’une sous-algèbre parabolique de
so(8,K) qui n’admet aucune forme linéaire stable qui est en particulier non quasi-
réductive. La partie (ii) de la conjecture 5.6 de [12] revient à affirmer qu’une
sous-algèbre biparabolique d’une algèbre de Lie réductive est stable si et seule-
ment si elle est quasi-réductive. Le but principal de ce travail est de montrer cette
assertion pour le cas des sous-algèbres paraboliques d’une algèbre de Lie ortho-
gonale (voir théorème 6.3). Pour démontrer ceci, nous utilisons les résultats de
[6] concernant la classification des sous-algèbres paraboliques de so(n,K) qui sont
quasi-réductives.

Dans [8], Dvorsky introduit certaines algèbres de Lie, notées rV , qui stabilisent une
forme bilinéaire alternée de rang maximal et un drapeau en position générique.
Dans [6], Duflo, Khalgui et Torasso constatent que la classification des sous-
algèbres de Lie paraboliques des algèbres de Lie orthogonales se ramène à détermin-
er parmi ces sous-algèbres de Lie rV celles qui sont quasi-réductives. Dans ce travail,
on démontre qu’une algèbre de Lie rV est stable si et seulement si elle est quasi-
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réductive (voir théorème 4.9). Pour démontrer ceci, nous utilisons les résultats de
[6] concernant la classification de ces algèbres de Lie qui sont quasi-réductives.

Pour une algèbre de Lie algébrique g , nous ramenons l’étude de la stabilité de
g au cas de rang nul (voir proposition 3.1 et corollaire 3.2). Ceci permet de ra-
mener également l’étude de la stabilité au cas de rang nul pour les sous-algèbres
paraboliques de so(n,K) (voir 5) ainsi que pour les algèbres de Lie rV (voir preuve
du théorème 4.9).

2. Stabilité des algèbres de Lie algébriques.

Dans toute la suite, K est un corps commutatif algébriquement clos de ca-
ractéristique nulle. Par algèbre de Lie algébrique, nous entendons une algèbre de
Lie qui soit l’algèbre de Lie d’un groupe algébrique affine connexe défini sur K .
Si G est un groupe algébrique affine, on note uG le radical unipotent de G
g son algèbre de Lie, ug l’algèbre de Lie de uG . Rappelons que G admet une
décomposition de Levi : il existe un sous-groupe réductif R ⊂ G , appelé sous-
groupe de Levi de G , dont la classe de conjugaison modulo uG est unique-
ment déterminée, tel que G = R uG . Au niveau des algèbres de Lie, on a la
décomposition de Levi g = r ⊕ ug . On dit que r est un facteur réductif de g et
que ug est son radical unipotent.

2.1. Formes fortement régulières.
Soient g une algèbre de Lie, g∗ son dual. On fait opérer g dans g∗ au moyen de
la représentation coadjointe. Ainsi, si X, Y ∈ g et g ∈ g∗ , on a

(X.g)(Y ) = g([Y,X]).

Avec les notations précédentes, on définit une forme bilinéaire alternée Φg sur g
par:

Φg(X, Y ) = g([X, Y ]).

Le noyau de Φg est égal à g(g). L’entier

ind(g) = inf{dim g(g); g ∈ g∗}

est appelé l’indice de g .
L’indice de g , noté indg , est donc la dimension minimale des stabilisateurs dans g
d’un élément de g∗ pour l’action coadjointe. Il a été introduit par Dixmier dans [3]
pour son importance dans la théorie des représentations et la théorie des orbites. De
plus, l’indice de g est le degré de transcendance du corps des fractions rationnelles
G-invariantes sur g∗ .

Définition 2.1. Une forme linéaire g ∈ g∗ est dite régulière si la dimension de
son stabilisateur dans g pour l’action coadjointe est égale à l’indice de g .

Remarque 2.2. Il est bien connu que l’ensemble g∗reg des éléments réguliers de
g∗ est un ouvert de Zariski non vide de g∗ .
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Définition 2.3. Soit g une algèbre de Lie algébrique et G un groupe algébrique
d’algèbre de Lie g . Une forme linéaire g ∈ g∗ est dite fortement régulière si elle est
régulière, auquel cas g(g) est une algèbre de Lie commutative (voir [7]), et si de
plus le tore jg , unique facteur réductif de g(g), est de dimension maximale lorsque
g parcourt l’ensemble des formes régulières.

Cette définition est due à Duflo (voir [5]).

Remarque 2.4. Il est bien connu que l’ensemble des formes fortement régulières
est un ouvert de Zariski G-invariant non vide de g∗ .
Les tores jg , g ∈ g∗ sont appelés les sous-algèbres de Cartan-Duflo de g . Ils sont
deux à deux conjugués sous l’action du groupe adjoint connexe de g .

Les deux résultats de la remarque précédente sont énoncés sans démonstration
dans [4] (pour la démonstration voir [2]).

Définition 2.5. Soit g une algèbre de Lie algébrique sur K . On appelle rang de
g sur K et on note rangg la dimension commune de ses sous-algèbres de Cartan-
Duflo.

Soit g une algèbre de Lie algébrique sur K , n un idéal de g contenu dans
ug , g ∈ g∗ une forme linéaire fortement régulière, n la restriction de g à n , h le
stabilisateur de n dans g et h la restriction de g sur h .

Lemme 2.6. (Voir [5, I.16]) On garde les notations précédentes. Alors, on a
(i) exp(n(n)).g = g + (h + n)⊥ .
(ii) h(h) = g(g) + n(n).

2.2. Algèbres de Lie quasi-réductives et algèbres de Lie stables

Remarque 2.7. Soit g une algèbre de Lie, z son centre, G le groupe algébrique
connexe d’algèbre de Lie g et Z son centre. Si g ∈ g∗ , les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) g est de type réductif ,

(ii) G(g)/Z est réductif ,

(ii) g(g)/z est réductive ,

(iv) u(G(g)) ⊂ Z ,

(v) u(g(g)) ⊂ z .

Si g est une algèbre de Lie quasi-réductive, les formes fortement régulières sont de
type réductif (Voir[6]), on voit donc que g est quasi-réductive si et seulement si
indg = rangg + dim uz

Exemples 2.8. Voici quelques exemples d’algèbres de Lie quasi-réductives.
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– Toute algèbre de Lie réductive est quasi-réductive puisque la forme linéaire
0 ∈ g∗ est de type réductif.

– Toutes les sous-algèbres de Borel d’une algèbre de Lie simple sont quasi-
réductives ( Kostant [11], non publié, voir [9]).

– Les sous-algèbres paraboliques d’une algèbre de Lie simple s de type A
ou C sont quasi-réductives (Panyushev [12]).

Remarque 2.9. Pour le cas des sous-algèbres paraboliques de so(n,K), n ≥ 7,
Panyushev dans [12] et Dvorsky dans [8] présentent de nombreux exemples de sous-
algèbres paraboliques de so(n,K) qui sont quasi-réductives. Dans [6], on trouve
une caractérisation des sous-algèbres paraboliques de so(n,K) qui sont quasi-
réductives. De plus, les sous-algèbres paraboliques d’une algèbre de Lie simple
exceptionnelle s ne sont pas toujours quasi-réductives. Dans [1], Baur et Moreau
ont terminé la classification des sous-algèbres paraboliques quasi-réductives dans
le cas des algèbres de Lie simples exceptionnelles.

Concernant la stabilité, on a le résultat suivant qui nous sera utile.

Lemme 2.10. (Voir [13]) Soit f un élément de g∗ . Si g est une algèbre de
Lie algébrique, on a

f est stable si et seulement si [g, g(f)] ∩ g(f) = {0}.

Remarque 2.11. Si g est une algèbre de Lie quasi-réductive, l’ensemble des
formes fortement régulières est égal à l’ensemble des formes linéaires régulières de
type réductif. Exactement, c’est l’ensemble des g ∈ g∗ telles que g(g) = j ⊕ uz ,
avec j un tore et z le centre de g . Par suite, il résulte que toute algèbre de Lie
quasi-réductive est stable. Cependant, il existe des algèbres de Lie stables qui ne
sont pas quasi-réductives.

Exemple 2.12. Voici un exemple d’algèbre de Lie stable qui n’admet aucune
forme linéaire de type réductif.
Soit g l’algèbre de Lie produit semi-direct de so(2) par K2 de sorte que g =
so(2)⊕K2 , le crochet étant donné par

[t W + v, z W + v′] = t W.v′ − z W.v, t, z ∈ K, v, v′ ∈ K2,

où so(2) = KW , avec W =

(
0 1
−1 0

)
. On vérifie aisément que le centre de g

est trivial. Par suite, g est quasi-réductive si et seulement si indg = rangg .
Soit g ∈ g∗ , n la restriction de g au radical unipotent ug = K2 de g . On suppose
que n 6= 0.

Alors, on a X = tW + v ∈ g(g) si et seulement si pour tout z ∈ K et
v′ ∈ K2, 〈n, tW.v′ − z W.v〉 = 0.
Faisant z = 0, on voit que si X ∈ g(g), alors pour tout v′ ∈ K2 , on a

t 〈n, W.v′〉 = 0.
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Il suit alors de ce qui précède que

X = t W + v ∈ g(g) si et seulement si t = 0 et 〈n, z W.v〉 = 0 pour tout z ∈ K.

Par suite, g(g) = (W.n)⊥ ⊂ ug . Ceci montre que l’algèbre de Lie g est non quasi-
réductive.
D’autre part, soit O = {n ∈ (ug)∗/〈n, e1〉2 + 〈n, e2〉2 6= 0} , avec (e1, e2) la base
canonique de K2 . On vérifie aisément que O est un ouvert de Zariski non vide. Si
n, n′ ∈ O , il existe k ∈ SO(2) tel que k.Kn = Kn′ . Ceci montre que g est stable.

3. Réduction au cas de rang nul

Nous allons maintenant énoncer la proposition suivante qui permet de ramener
l’étude de la stabilité des algèbres de Lie algébriques aux algèbres de Lie algébriques
de rang nul et qui nous sera utile pour la suite.
Soit j une sous-algèbre de Cartan-Duflo de g . On a g = gj⊕ [j, g] , où gj désigne le
centralisateur de j dans g . On identifie le dual de l’algèbre de Lie gj à l’orthogonal
de [j, g] dans g∗ qui n’est autre que g∗j , l’ensemble des point fixes de j dans g∗ .

Proposition 3.1. Soit g une algèbre de Lie algébrique, j une sous-algèbre de
Cartan-Duflo de g et gj le centralisateur de j dans g. Alors, g est stable si et
seulement si gj est stable .

Preuve. Soit g une algèbre de Lie algébrique admettant des formes stables.
Alors l’ensemble g∗s des formes stables est un ouvert de Zariski non vide. Par suite,
g∗s ∩ g∗r est un ouvert de Zariski non vide, où g∗r est l’ouvert de Zariski des formes
fortement régulières.
Soit g ∈ g∗s ∩ g∗r et j ⊂ g(g) le facteur réductif de g(g). Alors g ∈ g∗j et g est une
forme stable dans g∗j . En effet:

gj(g) = g(g) et [gj, g(g)] ⊂ [g, g(g)].

Réciproquement, soit j ⊂ g une sous-algèbre de Cartan-Duflo de g et supposons
que gj admette des formes stables. Alors (g∗j)s ∩ g∗r est un ouvert de Zariski non
vide de g∗j . Soit g ∈ (g∗j)s ∩ g∗r . Alors on a

g(g) ∩ [g, g(g)] = g(g) ∩ [g, g(g)]j = g(g) ∩ [gj, g(g)] = {0},

de sorte que g est stable pour g . D’où la proposition

Corollaire 3.2. Soit maintenant gj,1 ⊂ gj l’idéal orthogonal de j pour la forme
(X, Y ) 7→ tr(XY ). Alors gj = j ⊕ gj,1 et il est clair que g ∈ g∗j est une forme
stable si et seulement si g′ = g|gj,1 est une forme stable pour gj,1 .
Il suit de ce qui précède que g est stable si et seulement si gj,1 est stable. Comme
gj,1 est de rang nul , on se ramène donc à étudier la stabilité pour les algèbres de
Lie de rang nul.
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4. Cas des algèbres de Lie rV

Dans [6], Duflo, Khalgui et Torasso constatent que la classification des sous-
algèbres paraboliques quasi-réductives des algèbres de Lie simples classiques se
ramène à determiner parmi les algèbres de Lie qui stabilisent une forme bilinéaire
alternée de rang maximal et un drapeau en position générique, celles qui sont
quasi-réductives. Le but de ce numéro est de caractériser parmi ces sous-algèbres
celles qui sont stables.
Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K et soit

V = {{0} = V0  V1  V2  ...  Vt−1  Vt = V }
un drapeau de V . On désigne par qV la sous-algèbre parabolique de gl(V ) constituée
des endomorphismes qui laissent invariant V et par QV le sous-groupe algébrique
connexe de GL(V ) d’algèbre de Lie qV .

Définition 4.1. Soient V un espace vectoriel non nul de dimension finie sur
K , V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt = V } un drapeau de V et ξ une
forme bilinéaire alternée sur V . On dit que le drapeau V est générique relativement
à ξ ou que la forme ξ est générique relativement à V , si pour 1 ≤ i ≤ t , la

restriction de ξ à Vi est de rang maximum, à savoir 2[1
2

dimVi] , et V
⊥ξ
i ∩Vi−1 = {0}

où V
⊥ξ
i désigne l’orthogonal de Vi dans V relativement à ξ .

Définition 4.2. Soient V un espace vectoriel non nul de dimension finie sur
K , b = (e1, . . . , er) une base de V et

V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt = V }
un drapeau de V . On dit que la base b est adaptée au drapeau V , si pour tout
1 ≤ i ≤ t l’espace Vi est engendré par la famille (e1, . . . , edimVi).

Lemme 4.3. (Voir [6, Lemme 4.2.1]) Soit V un espace vectoriel de dimension
finie sur K et V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt = V } un drapeau de
V . Alors
(i) une forme ξ ∈

∧2 V ∗ est générique relativement à V , si et seulement s’il existe
une base e1, . . . , er de V adaptée au drapeau V telle que, notant e∗1, . . . , e

∗
r la base

duale, on ait ξ =
∑

1≤2i≤r e
∗
2i−1 ∧ e∗2i .

(ii) l’ensemble des formes bilinéaires alternées ξ sur V qui sont génériques rela-
tivement à V est une orbite ouverte sous l’action de QV dans

∧2 V ∗ .

Définition 4.4. Soit V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt = V }
un drapeau. On note h = h(V) le nombre d’indices i tels que 1 ≤ i ≤ t − 1 et
dimVi et dimVi+1 soient tous deux impairs. On dit que le drapeau V vérifie la
propriété P , si deux espaces consécutifs de la suite V ne peuvent être tous deux
de dimension impaire, c’est à dire h(V) = 0.

Définition 4.5. Soit V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt = V }
un drapeau de V . On dit que le drapeau V vérifie la condition (∗), si, pour
1 ≤ i ≤ t− 1, entre deux sous-espaces consécutifs Vi et Vi+1 le saut de dimension
est 2 s’ils sont tous deux de dimension impaire et 1 sinon.
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Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K muni d’une forme
bilinéaire alternée ξ de rang maximal. On désigne par gl(V )(ξ) l’annulateur de ξ
dans gl(V ). Lorsque ξ est symplectique, gl(V )(ξ) est noté sp(V, ξ) ou simplement
sp(V ) et c’est l’algèbre de Lie du groupe symplectique correspondant. On se donne
un drapeau V de V générique relativement à ξ et on désigne par rV la sous-algèbre
de Lie de gl(V )(ξ) constituée des endomorphismes stabilisant V qui est aussi la
sous-algèbre de Lie qV(ξ) de qV stabilisant ξ .

Proposition 4.6. (Voir[6, Proposition 5.3.1]) Soit V un espace vectoriel de
dimension finie sur K muni d’une forme bilinéaire alternée ξ de rang maximal
et V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt = V } un drapeau générique
relativement à ξ .
(a) Supposons que dimV est pair, de sorte que ξ est symplectique. Alors,

(i) on a ind(rV) =
∑t

i=1[1
2
(dimVi − dimVi−1)],

(ii) la dimension du radical unipotent d’un stabilisateur générique

de la représentation coadjointe de rV est h(V),

(iii) l’algèbre de Lie rV est quasi-réductive si et seulement si le drapeau V
vérifie la propriété P .

(b) Supposons que dimV est impair et désignons par V ′ le drapeau du sous-espace
Vt−1 obtenu en supprimant l’espace V du drapeau V . Alors,

(iv) on a

ind(rV) =

{ ∑t
i=1[1

2
(dimVi − dimVi−1)]− 1 si dimVt−1 < dimV − 1,∑t

i=1[1
2
(dimVi − dimVi−1)] + 1 si dimVt−1 = dimV − 1,

(v) La dimension du radical unipotent d’un stabilisateur générique de la

représentation coadjointe de rV est h(V ′).

(vi) L’algèbre de Lie rV est quasi-réductive si et seulement si le drapeau V ′
vérifie la propriété P .

Remarque 4.7. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K muni
d’une forme bilinéaire alternée ξ de rang maximal et

V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt = V }
un drapeau générique relativement à ξ .
Supposons qu’il existe un sous-espace Vi du drapeau V tel que dimVi soit pair.
Alors ξ induit une forme symplectique sur le sous-espace U = Vi de sorte que V
est somme directe de U et de son orthogonal W relativement à ξ . On désigne par
U (resp. W ) le drapeau U = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vi−1  Vi = U} ( resp.
W = {{0} = W0  W1 = Vi+1 ∩W  · · ·  Vj = Vi+j ∩W  · · ·  Wt−i = W}
). Comme V est générique relativement à ξ , il est clair que U (resp. W ) est
générique relativement à ξ|U (resp.ξ|W ). Par suite, la sous-algèbre rV s’identifie
au produit direct rU × rW . En particulier, rV est quasi-réductive (resp.stable) si
et seulement si rU et rW le sont. De plus, on a

indrV = indrU + indrW et rangrV = rangrU + rangrW .

D’autre part, V vérifie la condition (∗) si et seulement s’il en est de même de U
et de W .
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Proposition 4.8. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K muni
d’une forme bilinéaire alternée ξ de rang maximal et

V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt = V }
un drapeau de V générique relativement à ξ .
Alors les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) rV est de rang nul.
(ii) V vérifie la condition (∗) et si dimV est impair, il en est de même de dimVt−1 .

Preuve. D’après la remarque précédente, on se ramène à démontrer la propo-
sition dans l’un des cas suivants:

− dimV est pair , t ≥ 2 et pour 1 ≤ i ≤ t− 1, dimVi est un nombre impair ,

− dimVi impair pour 1 ≤ i ≤ t.

On pose dimVi = 2pi+1, 1 ≤ i ≤ t−1 et ai = dimVi−dimVi−1 , 1 ≤ i ≤ t . Alors
a1 = 2p1 + 1 = 2q1 + 1 est impair et ai = 2(pi − pi−1) = 2(qi + 1), 2 ≤ i ≤ t − 1
est pair.
On se place dans le premier cas et on pose dimVt = 2pt . Alors at = 2(pt− pt−1)−
1 = 2qt + 1 est impair. D’après la proposition 4.6,

rangrV =
t∑
i=1

qi.

Ainsi, rV est de rang nul si et seulement si qi = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ t . D’où la
proposition dans ce cas. On se place dans la deuxième cas. On pose dimV = 2pt+1.
Alors at = 2(pt − pt−1) = 2(qt + 1) est pair. D’après la proposition 4.6, on a

rangrV =
t∑
i=1

qi.

La proposition est alors claire dans ce cas.

Théorème 4.9. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K muni
d’une forme bilinéaire alternée ξ de rang maximal et

V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt = V }

un drapeau générique relativement à ξ .
Alors les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) rV admet une forme linéaire stable.
(ii) rV est quasi-réductive.

Preuve. Seule l’implication (i) ⇒ (ii) mérite démonstration. D’après la re-
marque précédente, on se ramène au cas où aucun des éléments du drapeau
V , à l’exception de {0} et V , est de dimension paire. On pose d = dimV
et dimVi = 2pi + 1, 1 ≤ i ≤ t , pt = [d

2
] . On choisit une base e1, . . . , ed

de V adaptée au drapeau V et telle que ξ =
∑

1≤i≤pt e
∗
2i−1 ∧ e∗2i et on pose

Wi = Ke2pi−1+3 ⊕ Ke2pi−1+4 ⊕ · · · ⊕ Ke2pi , 1 ≤ i ≤ t (on convient que p0 = −1).
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Alors les Wi , 1 ≤ i ≤ t , sont des sous-espaces symplectiques deux à deux ortho-
gonaux et il suit de [6, lemme 26 et paragraphes 5.4, 5.5] que les sous-algèbres de
Cartan de

∏
1≤i≤t sp(Wi) sont des sous-algèbres de Cartan-Duflo de rV .

Soit donc j une sous-algèbre de Cartan de
∏

1≤i≤t sp(Wi). Le sous-espaces V 0 de

V constitué des vecteurs j-invariants n’est autre que (⊕1≤i≤tWi)
⊥ . On considère

gl(V 0) comme une sous-algèbre de gl(V ) en identifiant un élément X ∈ gl(V 0)
avec l’endomorphisme linéaire de V agissant comme X dans V 0 et trivialement
dans son supplémentaire ⊕1≤i≤tWi . Alors, on vérifie que le commutant de j dans
gl(V ) est j ⊕ gl(V 0). Il est alors clair que rjV = j ⊕ rV0 , où V0 est la trace du
drapeau V sur le sous-espace V 0 .
D’autre part, remarquons que ξ0 = ξ|V 0 est de rang maximal et V0 est en position
générique par rapport à ξ0 (i.e rV0 est de même type que rV ). Compte tenu de
la proposition 3.1 et comme rV0 est de rang nul, on se ramène à traiter le cas de
rang nul pour rV .
Il s’agit donc de montrer que si rangrV est nul et indrV est strictement positif,
alors rV n’admet pas de forme stable.
Compte tenu de ce qui précède, il suffit d’étudier les deux cas suivants:

(a) dimV = 2p , p ≥ 2 et dimVi = 2i − 1 pour tout 1 ≤ i ≤ t − 1 de sorte
que V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vp  Vp+1 = V } . On choisit une base
(e1, . . . , e2p) de V adaptée au drapeau V telle que Vj = Ke1 ⊕ · · · ⊕Ke2j−1, 1 ≤
j ≤ p et ξ =

∑p
j=1 e

∗
2j−1 ∧ e∗2j . On note (Eij)1≤i,j≤2p la base de gl(V ) canonique-

ment associée à la base (e1, . . . , e2p) de V .
Dans ces conditions, il résulte de [6, 5.4] que

g = rV = lV ⊕ nV , (1)

où

lV =

p⊕
j=1

KHj, (2)

avec
Hj = E2j−1,2j−1 − E2j,2j,

est un facteur réductif de rV , commutatif dans ce cas, et

nV =

p⊕
j=1

KZj ⊕ (

p−1⊕
j=1

KTj), (3)

avec
Zj = 2E2j−1,2j et Tj = E2j−1,2j+2 + E2j+1,2j,

est le radical unipotent de rV , également commutatif dans ce cas.
On a alors:

[Hj, Zl] = 2δl,jZj

[Hj, Tl] = δl,jTj + δl,j−1Tj−1 = (δj,l + δj,l+1)Tl.

Soit g ∈ g∗ . On pose n = g|nV , g(Zj) = ζj et g(Tj) = τj .
Supposons que

∏p
j=1 ζj 6= 0. Alors, on a

g(n) = nV et g(g) = nV(g).
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Par suite et compte tenu du lemme 2.6, on a NV .g = g + n⊥V , où NV désigne le
radical unipotent du sous-groupe algébrique connexe RV de GL(V ) d’algèbre de
Lie rV . Ainsi, on peut supposer que g|lV = 0.
Soit

X =

p∑
i=1

zi Zi +

p−1∑
i=1

ti Ti ∈ nV .

On a

[H1, X] = 2z1Z1 + t1T1,

[Hi, X] = 2ziZi + tiTi + ti−1Ti−1, 2 ≤ i ≤ p− 1,

[Hp, X] = 2zpZp + tp−1Tp−1.

Alors, on a X ∈ nV(g) si et seulement si:
2ζ1z1 + τ1t1 = 0
2ζizi + τiti + τi−1ti−1 = 0, 2 ≤ i ≤ p− 1
2ζpzp + τp−1tp−1 = 0.

On en déduit que

g(g) =

p−1⊕
i=1

KWi,

avec

Wi = Ti−
τi
2

(
1

ζi
Zi+

1

ζi+1

Zi+1) = E2i−1,2i+2+E2i+1,2i−
τi
2

(
1

ζi
E2i−1,2i+

1

ζi+1

E2i+1,2i+2).

Soit H =
∑p

i=1Hi . Alors, on a

[H,Zl] = 2Zl et [H,Tl] = 2Tl

et donc

[H,Wl] = 2Wl, 1 ≤ l ≤ p− 1.

Il en résulte que

[g, g(g)] ∩ g(g) 6= {0}.

Compte tenu du lemme 2.10 et du fait que g est générique, il résulte que g n’admet
pas de forme linéaire stable.

(b) dimV = 2p + 1, p ≥ 2 et dimVi = 2i − 1 pour tout 1 ≤ i ≤ t − 1 de
sorte que V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vp  Vp+1 = V } . On choisit une base
(e1, . . . , e2p+1) de V adaptée au drapeau V telle que Vj = Ke1⊕· · ·⊕Ke2j−1, 1 ≤
j ≤ p+ 1 et ξ =

∑p
j=1 e

∗
2j−1 ∧ e∗2j .

Dans ces conditions et compte tenu de [6, 5.6], les matrices des éléments de rV
dans la base e1, . . . , e2p+1 sont de la forme:
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

a1 z1 0 t1 0 0
0 −a1 0 0 0 0
0 t1 a2 z2 0 t2
0 0 0 −a2 0 0
0 0 0 t2 a3 z3

0 0 0 0 0 −a3

.
.
ap−1 zp−1 0 tp−1 0

0 −ap−1 0 0 0
0 tp−1 ap zp 0
0 0 0 −ap 0
0 0 0 tp ap+1


On voit alors que si l’on pose V ′ = Ke1 ⊕ · · · ⊕Ke2p , et

V ′ = {{0} = V ′0  V ′1 = V1  V ′2 = V2  V ′p = Vp  V ′p+1 = V ′} ,
ξ|V ′ est symplectique et V ′ est en position générique par rapport à ξ|V ′ tandis que

rV = lV ⊕ nV (4)

où lV = lV ′ ⊕ KHp+1 est un facteur réductif de rV qui est un tore dans ce cas, et
nV = nV ′ ⊕KTp son radical unipotent, avec

Hp+1 = E2p+1,2p+1 et Tp = E2p+1,2p. (5)

Dans ce cas, on a les crochets supplémentaires

[Hp+1, Zj] = 0 1 ≤ j ≤ p , [Hp+1, Tj] = 0 1 ≤ j ≤ p− 1

[Hj, Tp] = δjpTp 1 ≤ j ≤ p , [Hp+1, Tp] = Tp.

Soit g une forme fortement régulière sur g = rV . On pose n = g|nV , ζj = g(Zj) et
τj = g(Tj).
Supposons que τp

∏p
j=1 ζj 6= 0. Alors, on a g(n) = nV de sorte que, compte tenu

du lemme 2.6, NV .g = g+ n⊥V , où NV désigne le radical unipotent du sous-groupe
algébrique connexe RV de GL(V ) d’algèbre de Lie rV , et qu’on peut supposer
que g|lV = 0.
D’autre part, si X =

∑p
l=1 zlZl +

∑p
l=1 tlTl , on a

[H1, X] = 2z1Z1 + t1T1

[Hi, X] = 2ziZi + ti−1Ti−1 + tiTi, 2 ≤ i ≤ p,

[Hp+1, X] = tpTp

Il s’ensuit que X ∈ g(g) = nV(g) si et seulement si
2ζ1z1 + τ1t1 = 0,
2ζizi + τi−1ti−1 + τiti = 0, 2 ≤ i ≤ p− 1
τptp = 0, .

On en déduit que g(g) =
⊕p−1

i=1 KWi, avec

Wi = Ti−
τi
2

(
1

ζi
Zi+

1

ζi+1

Zi+1) = E2i−1,2i+2+E2i+1,2i−
τi
2

(
1

ζi
E2i−1,2i+

1

ζi+1

E2i+1,2i+2).
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Si H =
∑p+1

i=1 Hi , on a

[H,Wi] = 2Wi pour 1 ≤ i ≤ p− 1.

Par suite, on a

[g, g(g)] ∩ g(g) 6= {0}.

Comme g est générique, ceci achève la démonstration dans ce cas.

5. Réduction au cas de rang nul pour les sous-algèbres paraboliques
d’une algèbre de Lie orthogonale

Le but de ce numéro est de ramener l’étude de la stabilité au cas de rang nul pour
les sous-algèbres paraboliques et qui nous sera utile pour la suite:

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K muni d’une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée B . On désigne par so(E) l’algèbre de Lie du groupe
orthogonal correspondant. Soit V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt = V }
un drapeau de sous-espaces isotropes de E avec dimV ≥ 1. On désigne par pV
la sous-algèbre de Lie de so(E) constituée des endomorphismes de E stabilisant
le drapeau V : c’est une sous-algèbre parabolique de so(E) et les sous-algèbres
paraboliques de so(E) sont toutes obtenues ainsi.
Soit maintenant g = pV . Supposons que g ne soit pas quasi-réductive et donc que
rangg < indg . On cherche à savoir si g admet ou non des formes stables.
Soit j une sous-algèbre de Cartan-Duflo de g et Π l’ensemble des poids non nuls
de j dans E . Si α ∈ Π ∪ {0} , on note Eα le sous-espace poids correspondant. Si
α ∈ Π, −α ∈ Π, de plus Eα et E−α sont des sous-espaces totalement isotropes
mis en dualité par B . Si α, β ∈ Π sont tels que α + β 6= 0, alors Eα et Eβ sont
orthogonaux.
Soit Π+ ⊂ Π une partie telle que Π = Π+ q Π− où Π− = −Π+ .
Alors, on a

so(E)j = so(E0)×
∏
α∈Π+

gl(Eα).

Pour α ∈ Π ∪ {0} , soit Vα le drapeau de Eα dont les éléments sont ceux de
U ∩ Eα, U ∈ V rangés dans l’ordre strictement croissant, auxquels on adjoint Eα

si α 6= 0. Alors, on a

gj = pV0 ×
∏
α∈Π+

qVα

où avec les notations du numéro précédent qVα désigne la sous-algèbre parabolique
de gl(Eα) qui stabilise le drapeau Vα . D’autre part, d’après Panyushev (voir [12])
les sous-algèbres paraboliques qVα sont stables. Il s’ensuit que gj admet des formes
stables si et seulement si pV0 admet des formes stables. Or d’après 3.2 et comme
son centre est trivial, pV0 est de rang nul. Ainsi et compte tenu de la proposition
3.1, pour démontrer l’équivalence entre la quasi-réductivité et la stabilité dans le
cas considéré, on se ramène à montrer que les sous-algèbres paraboliques de so(E)
qui sont de rang nul et d’indice strictement positif ne sont pas stables.
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6. Stabilité des sous-algèbres paraboliques de so(E)

Dans ce numéro, on va étudier la stabilité des sous-algèbres paraboliques des
algèbres de Lie orthogonales. Exactement, on va montrer l’assertion (ii) de la
conjecture de Panyushev [12, conjecture 5.6] pour le cas des sous-algèbres parabo-
liques d’une algèbre de Lie orthogonale.

Théorème 6.1. (Voir [6, 5.15]) Soit E un espace vectoriel de dimension q ≥ 3
sur K muni d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée B , V = {{0} = V0  
V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt = V } un drapeau de sous-espaces isotropes de E avec
r = dimV ≥ 1. On note V ′ le drapeau tel que V ′ = V \ {V }, si r est impair égal
à q

2
, et V ′ = V , sinon.

(i) On a les formules suivantes pour l’indice de la sous-algèbre parabolique pV :

ind (pV) =



[ q
2
]− r +

∑t
i=1[1

2
(dimVi − dimVi−1)] si r est pair,

[ q−1
2

]− r +
∑t

i=1[1
2
(dimVi − dimVi−1)] si r est impair, et r < q

2
,∑t

i=1[1
2
(dimVi − dimVi−1)]− 1 si r est impair, r = q

2
et

dimVt−1 < r − 1,∑t
i=1[1

2
(dimVi − dimVi−1)] + 1 si r est impair, r = q

2
et

dimVt−1 = r − 1.

(ii) La dimension du radical unipotent d’un stabilisateur générique de la représenta-
tion coadjointe de pV est h(V ′).
(iii) L’algèbre de Lie pV est quasi-réductive si et seulement si le drapeau V ′ vérifie
la propriété P .

Proposition 6.2. Soit V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt = V }
un drapeau de sous-espaces isotropes de E et pV la sous-algèbre parabolique qui
stabilise le drapeau V . On pose q = dimE et r = dimV . Alors les assertions
suivantes sont équivalentes:
(i) pV est de rang nul.
(ii) La condition (∗) est satisfaite par V et (q, r) vérifie l’une des conditions
suivantes:

(a) q ∈ {2r, 2r + 1}.
(b) r est impair et q = 2r + 2.

(6)

Preuve. : Remarquons tout d’abord que l’algèbre de Lie pV est de rang nul si
et seulement si le nombre h(V ′) est égal à l’indice de pV . D’après le théorème 6.1,
il suffit de considérer les cas suivants:

On suppose que dimV = r est pair de sorte que V ′ = V . Dans ce cas, on a

ind(pV) = [
q

2
]− r +

t∑
i=1

[
1

2
(dimVi − dimVi−1)].
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Par suite, on a

rangpV = 0 si et seulement si [
q

2
]− r = 0 et

t∑
i=1

[
1

2
(dimVi − dimVi−1)] = h(V).

Ainsi, pV est de rang nul si et seulement si q ∈ {2r, 2r+1} et le drapeau V vérifie
la condition (∗).

On suppose que dimV = r est impair et r < q
2

de sorte que V ′ = V . Dans
ce cas, on a

ind(pV) = [
q − 1

2
]− r +

t∑
i=1

[
1

2
(dimVi − dimVi−1)].

Par suite, on a

rangpV = 0 si et seulement si [
q − 1

2
]−r = 0 et

t∑
i=1

[
1

2
(dimVi−dimVi−1)] = h(V).

Ainsi, pV est de rang nul si et seulement si q ∈ {2r + 1, 2r + 2} et le drapeau V
vérifie la condition (∗).

On suppose maintenant que dimV = r est impair, r = q
2
. Dans ces conditions et

compte tenu du théorème 6.1, on a

ind(pV) =

{ ∑t
i=1[1

2
(dimVi − dimVi−1)]− 1 si dimVt−1 < r − 1,∑t

i=1[1
2
(dimVi − dimVi−1)] + 1 si dimVt−1 = r − 1.

La proposition est alors claire dans ce cas.

On garde les notations de 5. Si u, v ∈ E , on définit l’élément u ∧B v de
so(E) en posant, pour x ∈ E :

u ∧B v(x) = B(x, u)v −B(x, v)u.

Il existe une unique application linéaire ∧B : E⊗E 7→ so(E) telle que ∧B(u⊗v) =
u ∧B v , laquelle passe au quotient en un isomorphisme d’espaces vectoriels de
∧2E sur so(E). Plus généralement, si V, W sont des sous-espaces de E tels que
V ∩ W = {0} , ∧B induit un isomorphisme d’espaces vectoriels de ∧2V ( resp.
V ⊗W ) sur un sous-espace de so(E) noté Λ2

BV (resp. V ΛBW ).
Si u1, u2, v1, v2 ∈ E , on a

[u1 ∧B v1, u2 ∧B v2] =B(u1, u2)v1 ∧B v2 +B(u1, v2)u2 ∧B v1

+B(v1, u2)u1 ∧B v2 +B(v1, v2)u1 ∧B u2.
(7)

On munit so(E) de la forme bilinéaire symétrique non dégénérée et invariante
L(X, Y ) = −1

2
TrXY . Si u1, u2, v1, v2 ∈ E , on a

L(u1 ∧B v1, u2 ∧B v2) = det

(
B(u1, u2) B(u1, v2)
B(v1, u2) B(v1, v2)

)
.
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Soit V un sous-espace isotrope non nul de E et W un supplémentaire dans E
de l’orthogonal V ⊥B de V pour B . Alors B induit une dualité entre V et W , la
restriction de B à F = (V ⊕W )⊥B est non dégénérée et on a E = V ⊕ F ⊕W
de sorte que V ⊥B = V ⊕ F . On identifie les algèbres de Lie gl(V ) et so(F ) à des
sous-algèbres de Lie de so(E) de la manière suivante:
- si X ∈ gl(V ), on l’étend en un élément encore noté X de so(E) en décidant que
X|F = 0 et, si y ∈ W , X.y est l’élément de W tel que

B(X.x, y) +B(x,X.y) = 0, x ∈ V,

- si X ∈ so(F ), on l’étend en un élément encore noté X de so(E) en décidant que
X|F⊥B = 0.
De plus, si X ∈ gl(V ), Y ∈ so(F ), u ∈ F , v, v′ ∈ V , on a

[X, u ∧B v] = u ∧B X.v,
[Y, u ∧B v] = Y.u ∧B v,
[Y, v ∧B v′] = 0,

[X, v ∧B v′] = X.v ∧B v′ + v ∧B X.v′.

(8)

- La forme L permet d’identifier ∧B2 V ∗ (rep.(F ∧BV )∗ ) avec ∧B2 W (resp.F ∧BV ).

Le théorème suivant est le résultat principal de ce travail.

Théorème 6.3. Soit E un espace vectoriel de dimension finie q ≥ 3 sur K
muni d’une forme bilinéaire symétrique B non dégénérée et V = {{0} = V0  
V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt = V } un drapeau de sous-espaces isotropes de E
avec dimV ≥ 1. On note pV la sous-algèbre parabolique de so(E) qui stabilise le
drapeau V . Alors les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) pV admet une forme linéaire stable.
(ii) pV est quasi-réductive.

Preuve. On pose g = pV et dimV = r . D’après 5, on peut supposer que
l’algèbre de Lie pV est de rang nul c’est à dire que V vérifie la condition (∗) et
(q, r) vérifie (6). Il s’agit de montrer que si l’indice de pV est strictement positif,
alors pV n’admet pas de formes stables.
On garde les notations précédentes et on commence par étudier un cas particulier:
on suppose que t ≥ 2 et pour 1 ≤ i ≤ t−1, dimVi est impair avec dimVi = 2i−1,
de sorte que V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vp  Vp+1 = V } , avec t = p + 1
et r ∈ {2p, 2p+ 1} .
D’après [6, 5.15], on a

g =

{
qV ⊕ nV si r = dimV est pair ou F = 0,
qV × so(F )⊕ nV si r = dimV est impair et F 6= 0.

avec nV = F ∧B V ⊕ zV , zV = Λ2V (le centre de nV ), où nV est un idéal unipotent
de g et qV la sous-algèbre parabolique de gl(V ) qui stabilise le drapeau V .
Soit g une forme linéaire générique sur g et n (resp. ξ ) sa restriction à nV
(resp. zV ). Par généricité de g , on peut supposer que ξ est une forme bilinéaire
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alternée sur V générique relativement au drapeau V . On choisit une base e1, . . . , er
de V adaptée au drapeau V telle que, notant e∗1, . . . , e

∗
r la base duale, on ait

ξ =
∑

1≤2i≤r e
∗
2i−1 ∧ e∗2i . On identifie F et F ∗ au moyen de la forme bilinéaire

symétrique non dégénérée induite par la restriction à F de celle de B . Compte
tenu des numéros 5.16, 5.18 et 5.19 de [6], on peut supposer que n|F∧BV = 0 si r
est pair ou F = 0 et n = ξ + u∗ ∧ e∗r , avec u ∈ F non isotrope, si r est impair et
F 6= 0. On note (Eij)1≤i,j≤r la base de gl(V ) telle que Eij(ek) = δj,kei , 1 ≤ k ≤ r .
Soit rV la sous-algèbre de Lie de qV qui stabilise la forme bilinéaire ξ sur V .
Compte tenu des formules (2), (3) et (5) de la démonstration du théorème 4.9
dont on reprend les notations, on a

rV = lV ⊕ nV . (9)

avec

lV =
s⊕
j=1

KHj et nV = (

p⊕
j=1

KZj)⊕ (
s−1⊕
j=1

KTj),

où s = p si r = 2p et s = p+ 1 si r = 2p+ 1.
Alors

mV = (

p⊕
i=1

KSi)⊕ (
s−1⊕
i=1

KE2i,2i+1)⊕ (
⊕
j>i+1

KEi,j), (10)

où
Si = E2i−1,2i−1 + E2i,2i,

est un supplémentaire de rV dans qV .
D’une part et compte tenu des numéros 5.16 et 5.18 de [6], si r = 2p ou F = 0,
on a

h := g(n) = rV ⊕ zV .

D’autre part et compte tenu du numéro 5.19 de [6], si r = 2p+ 1 et F 6= 0, on a

h := g(n) = rV ′ ⊕ tV ′ ⊕ nV (n),

où V ′ = Ke1⊕· · ·⊕Ke2p , V ′ = {{0} = V ′0  V ′1 = V1  V ′2 = V2  · · ·  V ′p = Vp  
V ′p+1 = V ′} le drapeau obtenu en remplaçant l’espace V par V ′ (ξ|V ′ est symplec-
tique et V ′ est en position générique par rapport à ξ|V ′ ), tV ′ = K(Tp−u∧B e2p−1)
et nV (n) = F ∧B e2p+1 ⊕ zV . De plus, on a h + nV = rV ′ ⊕KTp ⊕ nV .
Quitte alors à translater g par un élément de exp nV , on peut supposer que,
compte tenu du lemme 2.6, g|mV = 0 dans les deux cas traités.

On pose ζi = g(Zi), 1 ≤ i ≤ p , τi = g(Ti), 1 ≤ i ≤ s − 1. Par généricité de
g , on peut supposer que

∏p
i=1 ζi 6= 0 si r est pair et τp

∏p
i=1 ζi 6= 0 si r est im-

pair. Soit λ = g|rV . Dans ces conditions et compte tenu de la démonstration du
théorème 4.9, on peut également supposer que g|lV = λ|lV = 0. De plus et comme
λ est générique, il suit des calculs de la démonstration du théorème 4.9 que

rV(λ) =

p−1⊕
k=1

KWk,
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avec

Wk = E2k−1,2k+2 + E2k+1,2k −
τk
2

(
1

ζk
E2k−1,2k +

1

ζk+1

E2k+1,2k+2), 1 ≤ k ≤ p− 1.

Avec ces hypothèses sur la forme linéaire g et ces notations, nous allons démontrer
les deux lemme qui suivent.

Lemme 6.4. On suppose que r = 2p ou F = 0. Alors, on a

(i) g(g) =
⊕p−1

k=1KCk , avec

Ck = Wk +
1

2
τk(e2k−1 ∧ e2k − e2k+1 ∧ e2k+2) +

1

2
ζk+1e2k−1 ∧ e2k+2 +

1

2
ζke2k ∧ e2k+1.

(ii) [g, g(g)] ∩ g(g) 6= {0}.

Preuve. Rappelons que l’on a g|mV = g|lV = 0.

Considérons, pour 1 ≤ k ≤ p− 1, les vecteurs Ck avec

Ck = Wk +
1

2
τk (e2k−1 ∧ e2k − e2k+1 ∧ e2k+2) +

1

2
ζk+1 e2k−1 ∧ e2k+2 +

1

2
ζk e2k ∧ e2k+1.

Remarquons tout d’abord que Ck ∈ h(h) = rV(λ)⊕ zV avec h = g|h , de sorte que

Ck ∈ g(g) si et seulement si 〈g, [Ck, Y ]〉 = 0, ∀ Y ∈ mV .

Compte tenu de (10), on a

Ck ∈ g(g) si et seulement si


〈g, [Sj, Ck]〉 = 0, 1 ≤ j ≤ p,
〈g, [E2j,2j+1, Ck]〉 = 0, 1 ≤ j ≤ s− 1,
〈g, [Ei,j, Ck]〉 = 0, 2 ≤ i+ 1 < j ≤ r.

D’une part, on a

[Sj, Ck] = δk,j(E2k−1,2k+2 − E2k+1,2k + τk e2k−1 ∧ e2k +
1

2
ζk+1 e2k−1 ∧ e2k+2

+
1

2
ζk e2k ∧ e2k+1) + δk+1,j(−E2k−1,2k+2 + E2k+1,2k − τk e2k+1 ∧ e2k+2

+
1

2
ζk+1 e2k−1 ∧ e2k+2 +

1

2
ζk e2k ∧ e2k+1)

= δk,j (−Tk + τk e2k−1 ∧ e2k) + δk+1,j (Tk − τk e2k+1 ∧ e2k+2) mod(mV + ker(n)),

de sorte que, compte tenu de nos hypothèses sur la forme linéaire g ,

〈g, [Sj, Ck]〉 = 0, pour tout 1 ≤ j ≤ p.
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D’autre part, on a

[E2j,2j+1, Ck] = δk−1,j(E2k−2,2k+2 −
τk
2ζk

E2k−2,2k +
1

2
τk e2k−2 ∧ e2k

+
1

2
ζk+1 e2k−2 ∧ e2k+2) + δk,j(−E2k+1,2k+1 + E2k,2k

+
τk
2ζk

E2k−1,2k+1 −
τk

2ζk+1

E2k,2k+2 −
1

2
τk e2k ∧ e2k+2)

+ δk+1,j(−E2k−2,2k+3 +
τk

2ζk+1

E2k+1,2k+3)

= δk,j(Hk −Hk+1) mod(mV + ker(n)).

Comme on a g(Hk+1) = g(Hk) = 0, il suit de nos hypothèses sur la forme linéaire
g , que

〈g, [E2j,2j+1, Ck]〉 = 0, pour tout 1 ≤ j ≤ s− 1.

Enfin, pour calculer le crochet [Ei,j, Ck] avec 2 ≤ i + 1 < j ≤ r , on distingue
suivant la parité de i et j :
(i) Pour i = 2l et j = 2l′ avec l + 1 ≤ l′ , on a

[E2l,2l′ , Ck] = δk+1,l(−E2k−1,2l′ +
τk

2ζk+1

E2k+1,2l′) + δk,l (−E2k+1,2l′ +
τk
2ζk

E2k−1,2l′)

+
1

2
δk,l′(τk e2k−1 ∧ e2l + ζk e2l ∧ e2k+1)

+
1

2
δk+1,l′(−τk e2k+1 ∧ e2l + ζk+1 e2k−1 ∧ e2l)

= δk,lδk+1,l′(−
1

2
Zk+1 +

1

2
ζk+1 e2k−1 ∧ e2k) mod(mV + ker(n)),

de sorte que

〈g, [E2l,2l′ , Ck]〉 = 0, pour tout 1 ≤ l < l′.

(ii) Pour i = 2l et j = 2l′ + 1 avec 1 ≤ l < l′ , on a

[E2l,2l′+1, Ck] = δk+1,l(−E2k−1,2l′+1 +
τk

2ζk+1

E2k+1,2l′+1)

+ δk,l (−E2k+1,2l′+1 +
τk
2ζk

E2k−1,2l′+1)

+ δk−1,l′(E2l,2k+2 −
τk
2ζk

E2l,2k +
1

2
τk e2l ∧ e2k +

1

2
ζk+1 e2l ∧ e2k+2)

+ δk,l′(E2l,2k −
τk

2ζk+1

E2l,2k+2 −
1

2
τk e2l ∧ e2k+2 +

1

2
ζk e2k ∧ e2l).

Remarquons que, pour 1 ≤ l < l′ , [E2l,2l′+1, Ck] ∈ ker(n) + mV de sorte que

〈g, [E2l,2l′+1, Ck]〉 = 0.
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(iii) Pour i = 2l + 1 et j = 2l′ avec 1 ≤ l + 1 < l′ , on a

[E2l+1,2l′ , Ck] =
1

2
δk,l′(τk e2k−1 ∧ e2l+1 + ζk e2l+1 ∧ e2k+1)

+
1

2
δk+1,l′(−τk e2k+1 ∧ e2l+1 + ζk+1 e2k−1 ∧ e2l+1).

On voit donc que, pour 1 ≤ l + 1 < l′ , [E2l,2l′+1, Ck] ∈ ker(n). Par suite

〈g, [E2l,2l′+1, Ck]〉 = 0.

(iv) Pour i = 2l + 1 et j = 2l′ + 1 avec 0 ≤ l < l′ , on a

[E2l+1,2l′+1, Ck] = δk−1,l′(E2l+1,2k+2 −
τk
2ζk

E2l+1,2k +
1

2
τk e2l+1 ∧ e2k

+
1

2
ζk+1 e2l+1 ∧ e2k+2) + δk,l′(E2l+1,2k −

τk
2ζk+1

E2l+1,2k+2

− 1

2
τk e2l+1 ∧ e2k+2 −

1

2
ζk e2l+1 ∧ e2k)

= δk−1,lδk,l′(
1

2
Zk −

1

2
ζk e2k−1 ∧ e2k) mod(mV + ker(n)),

de sorte que, compte tenu de nos hypothèses sur la forme linéaire g ,

〈g, [E2l+1,2l′+1, Ck]〉 = 0 pour tout 0 ≤ l < l′.

Par suite, pour 1 ≤ k ≤ p− 1, on a

〈g, [Ck, Y ]〉 = 0 ∀ Y ∈ g.

On a donc
Ck ∈ g(g) pour tout 1 ≤ k ≤ p− 1.

D’autre part, remarquons que la famille {Ck, 1 ≤ k ≤ p− 1} est une famille libre
de g(g). De plus, comme dim(g(g)) = h(V) = p− 1, cette famille est maximale et
donc elle forme une base de g(g). On a donc

g(g) =

p−1⊕
k=1

KCk.

On pose Rk = E2k−1,2k−1 + E2k+1,2k+1 . On a Rk ∈ g et

[Rk, Ck] = Ck pour 1 ≤ k ≤ p− 1,

ceci montre alors que [g, g(g)] ∩ g(g) 6= {0} de sorte que, compte tenu du lemme
2.10 et du fait que la forme linéaire g est générique, g = pV est non stable .

Lemme 6.5. On suppose que dimV = 2p+ 1 et F 6= {0}. Ici dimF ∈ {1, 2},
V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vp  Vp+1 = V } et n = ξ + u∗ ∧ e∗2p+1 , avec
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u ∈ F non isotrope. On rappelle les vecteurs Ck du lemme 6.4. Alors, on a

(i) g(g) =
⊕p−1

k=1KCk ⊕KDp , avec

Dp = Tp − u ∧B e2p−1 − τpu ∧B e2p+1 −
τp
2ζp

Zp +
1

2
τp e2p−1 ∧ e2p +

1

2
ζp e2p ∧ e2p+1.

(ii) [g, g(g)] ∩ g(g) 6= {0} .

Preuve. Rappelons dans ce cas que l’on a g|mV = g|so(F ) = g|lV = 0.

Remarquons tout d’abord que dans ce cas les vecteurs Ck appartiennent à h .
De plus, on a

〈g, [Ck, Y ]〉 = 0, ∀ Y ∈ rV et [Ck, so(F )] = 0.

D’autre part et compte tenu des calculs du cas précédent, on a

〈g, [Ck, Y ]〉 = 0, ∀ Y ∈ mV ,

de sorte que 〈g, [Ck, Y ]〉 = 0 pour tout Y ∈ g . On a donc Ck ∈ g(g).

Considérons le vecteur Dp avec

Dp = Tp − u ∧B e2p−1 − τpu ∧B e2p+1 −
τp
2ζp

Zp +
1

2
τp e2p−1 ∧ e2p +

1

2
ζpe2p ∧ e2p+1.

Remarquons tout d’abord que Dp ∈ h de sorte que

Dp ∈ g(g) si et seulement si


〈g, [Dp, Y ]〉 = 0, ∀ Y ∈ rV ,
〈g, [Dp, Y ]〉 = 0, ∀ Y ∈ so(F ),
〈g, [Dp, Y ]〉 = 0, ∀ Y ∈ mV .

Compte tenu de (9), on a

〈g, [Dp, rV ]〉 = 0 si et seulement si


〈g, [Zj, Dp]〉 = 0, 1 ≤ j ≤ p+ 1,
〈g, [Tj, Dp]〉 = 0, 1 ≤ j ≤ p,
〈g, [Hj, Dp]〉 = 0, 1 ≤ j ≤ p.

On a, pour 1 ≤ j ≤ p+ 1,

[Hj, Dp] =


Tp − τp u ∧B e2p+1 mod(ker(n)) si j = p+ 1,
Tp − τp

ζp
Zp mod(ker(n)) si j = p,

0 si j ≤ p− 2.

De plus, pour 1 ≤ j ≤ p , on vérifie aisément que

[Dp, Zj] =

{
0 mod(ker(n)) si j = p,
0 sinon ,

et

[Dp, Tj] =

{
0 mod(ker(n)) si j = p ou j = p− 1,
0 sinon,
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de sorte que, compte tenu de nos hypothèses sur la forme linéaire g ,

〈g, [Dp, Y ]〉 = 0, pour tout Y ∈ rV .

De plus, il est clair que, pour tout Y ∈ so(F ), on a [Y,Dp] ∈ ker(n) de sorte que
〈g, [Dp, so(F )]〉 = {0} .

Par suite et compte tenu de (10), on a Dp ∈ g(g)

si et seulement si


〈g, [Sj, Dp]〉 = 0, pour 1 ≤ j ≤ p,
〈g, [E2j,2j+1, Dp]〉 = 0, pour 1 ≤ j ≤ p,
〈g, [Ei,j, Dp]〉 = 0, pour 2 ≤ i+ 1 < j ≤ 2p+ 1.

D’une part, on a

[Sj, Dp] =

{
−Tp + τp e2p−1 ∧B e2p mod(ker(n)) si j = p,
0 si j ≤ p− 1,

de sorte que, pour 1 ≤ k ≤ p ,

〈g, [Sj, Dp]〉 = 0.

D’autre part, on a

[E2j,2j+1, Dp] =


E2p,2p − E2p+1,2p+1 + τp

2ζp
E2p−1,2p+1 mod(ker(n)) si j = p,

− τp
2ζp

E2p−2,2p mod(ker(n)) si j = p− 1,

0 si j ≤ p− 2.

Comme E2p,2p − E2p+1,2p+1 ∈ lV + mV et E2p−1,2p+1, E2p−2,2p ∈ mV , on voit alors
que, pour 1 ≤ j ≤ p ,

〈g, [E2j,2j+1, Dp]〉 = 0.

Enfin, pour calculer le crochet [Ei,j, Dp] avec 2 ≤ i+ 1 < j ≤ 2p+ 1, on distingue
suivant la parité de i et j .

(i) Pour i = 2k′ et j = 2l′ avec k′ + 1 ≤ l′ ≤ p , on a

[E2k′,2l′ , Dp] =

{
−1

2
τp e2k′ ∧ e2p−1 + 1

2
ζp e2k′ ∧ e2p+1 = 0 mod(ker(n)) si l′ = p,

0 sinon,

de sorte que
〈g, [E2k′,2l′ , Dp]〉 = 0.

(ii) Pour i = 2k′ et j = 2l′ + 1 avec 1 ≤ k′ < l′ ≤ p , on a

[E2k′,2l′+1, Dp] =


E2k′,2p − τp u ∧B e2k′ − 1

2
ζp e2k′ ∧ e2p si l′ = p,

−u ∧B e2k′ − τp
2ζp

E2k′,2p + 1
2
τp e2k′ ∧ e2p si l′ = p− 1,

0 sinon.

Remarquons que [E2k′,2l′+1, Dp] ∈ mV + ker(n) de sorte que

〈g, [E2k′,2l′+1, Dp]〉 = 0.
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(iii) Pour i = 2k′ + 1 et j = 2l′ avec 1 ≤ k′ + 1 < l′ ≤ p , on a

[E2k′+1,2l′ , Dp] =

{
−1

2
τp e2k′+1 ∧ e2p−1 + 1

2
ζp e2k′+1 ∧ e2p+1 si l′ = p,

0 sinon.

On voit alors que

[E2k′+1,2l′ , Dp] =

{
0 mod(ker(n)) si l′ = p,
0 sinon,

de sorte que

〈g, [E2k′+1,2l′ , Dp]〉 = 0.

(iv) Pour i = 2k′ + 1 et j = 2l′ + 1 avec 0 ≤ k′ < l′ ≤ p , on a

[E2k′+1,2l′+1, Dp] =


E2k′+1,2p − τp u ∧B e2k′+1 − 1

2
ζp e2k′+1 ∧ e2p si l′ = p,

−u ∧B e2k′+1 − τp
2ζp

E2k′+1,2p + 1
2
τp e2k′+1 ∧ e2p si l′ = p− 1,

0 sinon.

Par suite, on a les résultats suivants:

- Pour l′ < p− 1, on a

[E2k′+1,2l′+1, Dp] = 0.

- Pour l′ = p− 1, on a

[E2k′+1,2l′+1, Dp] ∈ mV + ker(n).

- Pour l′ = p et k′ < p− 1

[E2k′+1,2l′+1, Dp] ∈ mV + ker(n).

- Pour l′ = p et k′ = p− 1, on a

[E2k′+1,2l′+1, Dp] = E2p−1,2p − τp u ∧B e2p−1 −
1

2
ζp e2p−1 ∧ e2p

=
1

2
Zp −

1

2
ζp e2p−1 ∧ e2p mod(ker(n)).

Compte tenu de nos hypothèses sur la forme linéaire g , il suit que

〈g, [E2k′+1,2l′+1, Dp]〉 = 0, 0 ≤ k′ < l′ ≤ p.

D’après ce qui précède, on voit que

〈g, [Dp, Y ]〉 = 0, pour tout Y ∈ g.

On a donc Dp ∈ g(g).

Remarquons que la famille {Ck, 1 ≤ k ≤ p− 1, Dp} est une famille libre de g(g).
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De plus, comme dim(g(g)) = h(V) = p , cette famille est maximale et donc elle
forme une base de g(g). On a donc

g(g) =

p−1⊕
k=1

KCk ⊕KDp.

On pose Rk = E2k−1,2k−1 + E2k+1,2k+1 . On a Rk ∈ g pour tout 1 ≤ k ≤ p et on a

[Rk, Ck] = Ck, 1 ≤ k ≤ p− 1 et [Rp, Dp] = Dp,

de sorte que [g, g(g)] ∩ g(g) 6= {0} . Ceci montre alors que, compte tenu du lemme
2.10 et du fait que la forme linéaire g est générique, g = pV est non stable.

Pour achever la démonstration du théorème, on considère le cas où (q, r)
vérifie (6) et le drapeau V vérifie la condition (∗) sans que les sous-espaces Vi
du drapeau soient tous de dimension impaire pour 1 ≤ i ≤ t − 1. On reprend les
notations des cas précédents.
Soit donc g = pV avec V = {{0} = V0  V1  V2  · · ·  Vt−1  Vt = V } un
drapeau de sous-espaces isotropes vérifiant la condition (∗) et (q, r) la condition
(6). En particulier dimF ≤ 2 et si dimF = 2, r = dimV est impair.
On a g = (qV × so(F ))⊕ nV avec nV = F ∧B V ⊕ zV et zV = Λ2

BV .
Soit g ∈ g∗ générique. On peut supposer que ξ = g|zV ∈ Λ2

BV
∗ est générique

relativement à V . On considère ξ comme un élément de n∗V noté alors nξ . Par
généricité de g et compte tenu des numéros 5.16, 5.18 et 5.19 de [6], on peut sup-
poser que n = g|nV = nξ si r est pair et n = nξ + l∧ e∗r , avec l ∈ F ∗ non isotrope,
si r est impair.
Soit k0 = 0 < k1 < · · · < ks−1 < ks = t ceux des indices j ∈ 0, . . . , t tels que

dimVj soit pair ou j = t . Pour 1 ≤ i ≤ s , on pose Wi = Vki ∩ V
⊥ξ
ki−1

et on désigne
par Vi la trace du drapeau V sur le sous-espace Wi . On a V = ⊕si=1Wi .

Soit Ṽ ⊂ V le sous-drapeau constitué des espaces Vki , 0 ≤ i ≤ s . On a

qV =
s∏
i=1

qVi ⊕ uqṼ

où qVi désigne la sous-algèbre parabolique de gl(Wi) qui stabilise le drapeau Vi
et uqṼ le radical unipotent de la sous-algèbre parabolique qṼ . Comme

h + nV =

{
rV + nV si r est pair ou F = 0,
rV ′ ⊕KTp + nV si r est impair et F 6= 0.

et exp(nV (n)).g = g + (h + nV )⊥ , on peut supposer que g|uqṼ = 0.

On pose s̃ = s , si F = 0 ou r est pair, et s̃ = s− 1, si F 6= 0 et r est impair. On
considère les sous-algèbres de Lie de g , gi = qVi⊕ zWi

, pour 1 ≤ i ≤ s̃ et, si F 6= 0
et r est impair, gs = qVs× so(F )⊕nWs (en convenant que nWs = F ∧BWs⊕ zWs ).
Enfin, on note gi = g|gi , 1 ≤ i ≤ s . Alors, on a

g = gi ⊕ (
∏
j 6=i

qVj)⊕ uqṼ ⊕ F ∧B V ⊕ (⊕k<lWk ∧B Wl)⊕ (⊕j 6=i ∧2
B Wj), 1 ≤ i ≤ s̃,
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et si F 6= 0 et r est impair, on a

g = gs ⊕ (
∏
j<s

qVj)⊕ uqṼ ⊕ (⊕j<sF ∧B Wj)⊕ (⊕k<lWk ∧B Wl)⊕ (⊕j<s ∧2
B Wj).

En regardant les crochets de gi avec les différents autres sous-espaces apparaissant
dans cette décomposition de g en somme directe, on peut montrer que gi(gi) ⊂
g(g).
Compte tenu de nos hypothèses, il existe deux sous-espaces consécutifs du drapeau
V qui sont tous deux de dimension impaire. Ainsi l’une au moins des gi n’est pas
stable d’après le cas précédent. Comme gi(gi) ⊂ g(g), il résulte alors du lemme
2.10 que g n’est pas stable.

Remarque 6.6. On garde les notations précédentes. Comme la forme linéaire
g est générique, il existe un ouvert de Zariski U G-invariant contenant g . Ainsi
et comme g ∈ uq⊥Ṽ , où uq⊥Ṽ désigne l’orthogonal de uqṼ dans g∗ , U ∩ uq⊥Ṽ est un

ouvert de Zariski non vide de uq⊥Ṽ . Soit ϕ la projection de uq⊥Ṽ dans g∗i . Comme

ϕ(U ∩ uq⊥Ṽ ) est un ouvert de Zariski non vide de g∗i , on voit alors que gi = g|gi
est générique. Ainsi et compte tenu du cas précédent, on a une formule explicite
pour le stabilisateur gi(gi).
Lorsque g est de rang nul, en utilisant le résultat qui donne l’indice de g et des
gi dans le théorème 6.1, on déduit que g(g) = ⊕igi(gi). Comme on a déterminé
explicitement gi(gi) dans le cas précédent, on a alors une formule explicite pour le
stabilisateur d’une forme linéaire générique.
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Campus universitaire
2092 El-Manar, Tunis, Tunisie
kais.amari@math.univ-poitiers.fr
ammarikais10@yahoo.fr

Received December 11, 2012
and in final form June 17, 2013


	Introduction
	Stabilité des algèbres de Lie algébriques.
	Réduction au cas de rang nul
	Cas des algèbres de Lie rV
	Réduction au cas de rang nul pour les sous-algèbres paraboliques d'une algèbre de Lie orthogonale
	Stabilité des sous-algèbres paraboliques de so(E) 

