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Résumé. Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique nulle. Dans
cet article, nous montrons 1’équivalence entre la quasi-réductivité et la stabilité
pour les sous-algebres paraboliques des algebres de Lie orthogonales ainsi que
pour certaines algebres de Lie qui stabilisent une forme bilinéaire alternée de
rang maximal et un drapeau en position générique.

Abstract. Let K be an algebraically closed field of characteristic 0. In this paper,
we prove the equivalence between quasi-reductivity and stability for parabolic
subalgebras of orthogonal Lie algebras and for certain Lie algebras which stabilize
an alternating bilinear form of maximal rank and a flag in generic position.
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1. Introduction

Dans toute la suite, K désigne un corps algébriquement clos de caractéristique
nulle. Les algebres de Lie considérées sont définies et de dimension finie sur K. Soit
g une algebre de Lie algébrique et G un groupe de Lie algébrique affine connexe
d’algebre de Lie g. On munit g*, l'espace dual de g, des actions coadjointes de g
et de G. étant donnée une forme linéaire g € g*, on note g(g) son stabilisateur
dans g. On identifie g(g)/3, ou 3 désigne le centre de g, avec son image dans gl(g).

Définition 1.1. Une forme linéaire g € g* est dite de type réductif si son
stabilisateur dans g pour la représentation coadjointe, modulo 3, est une algebre
de Lie réductive dont le centre est formé d’éléments semi-simples dans gl(g).

De maniere équivalente, cela revient a demander que le groupe G(g)/Z, soit
réductif, ot G(g) désigne le stabilisateur de g dans G et Z; le centralisateur de
g dans G.

*Ce travail a bénéficié du soutien des universités de Tunis El-Manar et Poitiers, ainsi que
du projet CMCU franco-tunisien PHC G1504 ”"Théorie de Lie, Systémes intégrables, analyse
stochastique” et du projet Erasmus Mundus Al-Idrisi.
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Définition 1.2.  Une algebre de Lie g est dite quasi-réductive si elle possede
une forme linéaire de type réductif g € g*.

La notion de quasi-réductivité a été introduite par Duflo dans [5] (voir
également [0]) pour son importance dans la théorie des représentations.
Beaucoup d’algebres de Lie sont quasi-réductives. Par exemple, si g est réductive,
g est quasi-réductive puisque 0 € g* est de type réductif. De plus, les sous-algebres
paraboliques d’une algebre de Lie simple s de type A et C sont quasi-réductives
d’apreés un résultat de Panyushev (voir [I2]). Par contre, ceci n’est plus vrai pour
les sous-algebres paraboliques pour s = so(n,K) avec n > 7. Récemment, dans
[6], Duflo, Khalgui et Torasso ont donné une caractérisation des sous-algebres de
Lie paraboliques de so(n, K) qui sont quasi-réductives (voir [6]).

Tauvel et Yu ont étudié dans [14, ch.40] une classe d’algebres de Lie reliée a celle
des algebres de Lie quasi-réductives:

Définition 1.3.  Une forme linéaire g € g* est dite stable s’il existe un voisinage
V de g dans g* tel que, pour toute forme linéaire f € V| les stabilisateurs g(g)
et g(f) soilent conjugués par le groupe adjoint algébrique de g.

Définition 1.4. Une algebre de Lie est dite stable si elle admet une forme
linéaire stable.

La notion de stabilité a été introduite par Kosmann et Sternberg dans [10].
Il est clair qu'une forme linéaire stable est réguliere. Ceci a été notre principale
motivation pour étudier les formes linéaires stables. D’autre part, si g est une
algebre de Lie quasi-réductive, elle admet des formes linéaires régulieres de type
réductif lesquelles sont stables (voir [6]). Une algebre de Lie quasi-réductive est
donc stable. Par contre, il existe des algebres de Lie stables qui ne sont pas quasi-
réductives (voir exemple [2.12)).
Dans [I3], Tauvel et Yu ont donné un exemple d’une sous-algebre parabolique de
50(8,K) qui n’admet aucune forme linéaire stable qui est en particulier non quasi-
réductive. La partie (ii) de la conjecture 5.6 de [12] revient a affirmer qu’une
sous-algebre biparabolique d’une algebre de Lie réductive est stable si et seule-
ment si elle est quasi-réductive. Le but principal de ce travail est de montrer cette
assertion pour le cas des sous-algebres paraboliques d'une algebre de Lie ortho-
gonale (voir théoréme [6.3). Pour démontrer ceci, nous utilisons les résultats de
[6] concernant la classification des sous-algebres paraboliques de so(n, K) qui sont
quasi-réductives.

Dans [8], Dvorsky introduit certaines algebres de Lie, notées t, qui stabilisent une
forme bilinéaire alternée de rang maximal et un drapeau en position générique.
Dans [6], Duflo, Khalgui et Torasso constatent que la classification des sous-
algebres de Lie paraboliques des algebres de Lie orthogonales se ramene a détermin-
er parmi ces sous-algebres de Lie vy, celles qui sont quasi-réductives. Dans ce travail,
on démontre qu'une algebre de Lie vy est stable si et seulement si elle est quasi-
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réductive (voir théoreme [4.9). Pour démontrer ceci, nous utilisons les résultats de
[6] concernant la classification de ces algebres de Lie qui sont quasi-réductives.

Pour une algebre de Lie algébrique g, nous ramenons 'étude de la stabilité de
g au cas de rang nul (voir proposition et corollaire [3.2). Ceci permet de ra-
mener également 1’étude de la stabilité au cas de rang nul pour les sous-algebres
paraboliques de so(n, K) (voir [5)) ainsi que pour les algebres de Lie ty, (voir preuve

du théoreme [1.9).

2. Stabilité des algebres de Lie algébriques.

Dans toute la suite, K est un corps commutatif algébriquement clos de ca-
ractéristique nulle. Par algebre de Lie algébrique, nous entendons une algebre de
Lie qui soit 'algebre de Lie d'un groupe algébrique affine connexe défini sur K.
Si G est un groupe algébrique affine, on note “G le radical unipotent de G
g son algebre de Lie, “g l'algebre de Lie de “G. Rappelons que G admet une
décomposition de Levi: il existe un sous-groupe réductif R C G, appelé sous-
groupe de Levi de G, dont la classe de conjugaison modulo “G est unique-
ment déterminée, tel que G = R"“G. Au niveau des algebres de Lie, on a la
décomposition de Levi g =t @ “g. On dit que t est un facteur réductif de g et
que “g est son radical unipotent.

2.1. Formes fortement régulieres.
Soient g une algebre de Lie, g* son dual. On fait opérer g dans g* au moyen de
la représentation coadjointe. Ainsi, si X,Y € g et g € g*, on a

(X.9)(Y) = g([Y, X]).

Avec les notations précédentes, on définit une forme bilinéaire alternée ®, sur g
par:
Dy (X,Y) = g([X, Y]).

Le noyau de @, est égal & g(g). L'entier

ind(g) = inf{dim g(g); g € g"}

est appelé I'indice de g.

L’indice de g, noté indg, est donc la dimension minimale des stabilisateurs dans g
d’un élément de g* pour laction coadjointe. Il a été introduit par Dixmier dans [3]
pour son importance dans la théorie des représentations et la théorie des orbites. De
plus, I'indice de g est le degré de transcendance du corps des fractions rationnelles
G-invariantes sur g*.

Définition 2.1.  Une forme linéaire g € g* est dite réguliere si la dimension de
son stabilisateur dans g pour I'action coadjointe est égale a l'indice de g.

Remarque 2.2. Il est bien connu que I'ensemble gy, des éléments réguliers de
g* est un ouvert de Zariski non vide de g*.
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Définition 2.3.  Soit g une algebre de Lie algébrique et G un groupe algébrique
d’algebre de Lie g. Une forme linéaire g € g* est dite fortement réguliere si elle est
réguliere, auquel cas g(g) est une algebre de Lie commutative (voir [7]), et si de
plus le tore j,, unique facteur réductif de g(g), est de dimension maximale lorsque
g parcourt I'ensemble des formes régulieres.

Cette définition est due a Duflo (voir [5]).

Remarque 2.4. 1l est bien connu que ’ensemble des formes fortement régulieres
est un ouvert de Zariski G-invariant non vide de g*.

Les tores j,, g € g* sont appelés les sous-algebres de Cartan-Duflo de g. Ils sont
deux a deux conjugués sous l'action du groupe adjoint connexe de g.

Les deux résultats de la remarque précédente sont énoncés sans démonstration
dans [4] (pour la démonstration voir [2]).

Définition 2.5.  Soit g une algebre de Lie algébrique sur K. On appelle rang de
g sur K et on note rangg la dimension commune de ses sous-algebres de Cartan-
Duflo.

Soit g une algebre de Lie algébrique sur K, n un idéal de g contenu dans
“g, g € g* une forme linéaire fortement réguliere, n la restriction de g a n, h le
stabilisateur de n dans g et h la restriction de g sur bh.

Lemme 2.6. (Voir [5, 1.16]) On garde les notations précédentes. Alors, on a
(i) exp(n(n)).g =g+ (h+mn)*
(i) b(h) = a(g) +n(n).

2.2. Algebres de Lie quasi-réductives et algebres de Lie stables

Remarque 2.7.  Soit g une algebre de Lie, 3 son centre, G le groupe algébrique
connexe d’algebre de Lie g et Z son centre. Si g € g*, les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) g est de type réductif |
(i1) G(g)/Z est réductif ,
(ii) g(g)/3 est réductive ,
(
(

iv) "(G(g)) € Z,
v) “(a(9)) C 5 -

Si g est une algebre de Lie quasi-réductive, les formes fortement régulieres sont de
type réductif (Voir[6]), on voit donc que g est quasi-réductive si et seulement si
indg = rangg + dim “3

Exemples 2.8.  Voici quelques exemples d’algebres de Lie quasi-réductives.
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— Toute algebre de Lie réductive est quasi-réductive puisque la forme linéaire
0 € g* est de type réductif.

— Toutes les sous-algebres de Borel d'une algebre de Lie simple sont quasi-
réductives ( Kostant [I1], non publié, voir [9]).

— Les sous-algebres paraboliques d’une algebre de Lie simple s de type A
ou C sont quasi-réductives (Panyushev [12]).

Remarque 2.9.  Pour le cas des sous-algebres paraboliques de so(n,K), n > 7,
Panyushev dans [12] et Dvorsky dans [§] présentent de nombreux exemples de sous-
algebres paraboliques de so(n,K) qui sont quasi-réductives. Dans [6], on trouve
une caractérisation des sous-algebres paraboliques de so(n,K) qui sont quasi-
réductives. De plus, les sous-algebres paraboliques d'une algebre de Lie simple
exceptionnelle s ne sont pas toujours quasi-réductives. Dans [I], Baur et Moreau
ont terminé la classification des sous-algebres paraboliques quasi-réductives dans
le cas des algebres de Lie simples exceptionnelles.

Concernant la stabilité, on a le résultat suivant qui nous sera utile.

Lemme 2.10. (Voir [13]) Soit f un élément de g*. Si g est une algébre de
Lie algébrique, on a

f est stable si et seulement si [g,g(f)] Ng(f) ={0}.

Remarque 2.11. Si g est une algebre de Lie quasi-réductive, ’ensemble des
formes fortement régulieres est égal a ’ensemble des formes linéaires régulieres de
type réductif. Exactement, c’est 'ensemble des g € g* telles que g(g) = j & Y3,
avec j un tore et 3 le centre de g. Par suite, il résulte que toute algebre de Lie
quasi-réductive est stable. Cependant, il existe des algebres de Lie stables qui ne
sont pas quasi-réductives.

Exemple 2.12. Voici un exemple d’algebre de Lie stable qui n’admet aucune
forme linéaire de type réductif.

Soit g l'algebre de Lie produit semi-direct de so0(2) par K? de sorte que g =
50(2) @ K2, le crochet étant donné par

[t WHv,zWHd]|=t Wa' —zWao, t,z€K, v, v € K%

0 1
-1 0
est trivial. Par suite, g est quasi-réductive si et seulement si indg = rangg.

Soit g € g*, n la restriction de g au radical unipotent “g = K? de g. On suppose
que n # 0.

ou s0(2) = KW, avec W = . On vérifie aisément que le centre de g

Alors, on a X = tW + v € g(g) si et seulement si pour tout z € K et
v € K% (n, t W' —2Ww) =0.
Faisant z = 0, on voit que si X € g(g), alors pour tout v' € K?, on a

t (n, Wa'y =0.
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Il suit alors de ce qui précede que
X =t W +wv e g(g) siet seulement si t =0 et (n,z W) =0 pour tout z € K.

Par suite, g(g) = (W.n)* C “g. Ceci montre que I'algébre de Lie g est non quasi-
réductive.

D’autre part, soit O = {n € (“g)*/(n,e1)* + (n,es)? # 0}, avec (e1,eq) la base
canonique de K2. On vérifie aisément que O est un ouvert de Zariski non vide. Si
n, n' € O, il existe k € SO(2) tel que k.Kn = Kn'. Ceci montre que g est stable.

3. Reéduction au cas de rang nul

Nous allons maintenant énoncer la proposition suivante qui permet de ramener
I’étude de la stabilité des algebres de Lie algébriques aux algebres de Lie algébriques
de rang nul et qui nous sera utile pour la suite.

Soit j une sous-algébre de Cartan-Duflo de g. On a g = g’ @ [j, g|, ou ¢ désigne le
centralisateur de j dans g. On identifie le dual de 1’algebre de Lie g’ & I'orthogonal
de [j,g] dans g* qui n’est autre que g*, 'ensemble des point fixes de j dans g*.

Proposition 3.1.  Soit g une algeébre de Lie algébrique, j une sous-algebre de
Cartan-Duflo de g et g le centralisateur de j dans g. Alors, g est stable si et
seulement si g est stable .

Preuve. Soit g une algebre de Lie algébrique admettant des formes stables.
Alors 'ensemble g des formes stables est un ouvert de Zariski non vide. Par suite,
g: N gy est un ouvert de Zariski non vide, ou g; est 'ouvert de Zariski des formes
fortement régulieres.

Soit g € gXN g’ et j C g(g) le facteur réductif de g(g). Alors g € g9 et g est une
forme stable dans g*. En effet:

d(9) =9(9) et [¢,0(9)] C [g,8(9)].

Réciproquement, soit j C g une sous-algebre de Cartan-Duflo de g et supposons
que g admette des formes stables. Alors (g*), N g} est un ouvert de Zariski non
vide de g*. Soit g € (g")s N g:. Alors on a

g(9) N g, 8(9)] = a(9) N[g,9(9)] = 8(9) N ¢, 8(9)] = {0},
de sorte que g est stable pour g. D’ou la proposition [ ]

Corollaire 3.2.  Soit maintenant g' C ¢ l'idéal orthogonal de j pour la forme
(X,Y) = tr(XY). Alors ¢ = j @ g et il est clair que g € g* est une forme
stable si et seulement si g' = g|g1 est une forme stable pour gt

Il suit de ce qui précéde que g est stable si et seulement si g' est stable. Comme
gl est de rang nul , on se rameéne donc a étudier la stabilité pour les algébres de
Lie de rang nul.
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4. Cas des algebres de Lie vy,

Dans [6], Duflo, Khalgui et Torasso constatent que la classification des sous-
algebres paraboliques quasi-réductives des algebres de Lie simples classiques se
ramene a determiner parmi les algebres de Lie qui stabilisent une forme bilinéaire
alternée de rang maximal et un drapeau en position générique, celles qui sont
quasi-réductives. Le but de ce numéro est de caractériser parmi ces sous-algebres
celles qui sont stables.
Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur K et soit

V={{0} =1 Vighe . CViaGVi=V]}
un drapeau de V. On désigne par qy la sous-algebre parabolique de gl(V') constituée
des endomorphismes qui laissent invariant V et par Qy le sous-groupe algébrique
connexe de GL(V') d’algebre de Lie qy.

Définition 4.1. Soient V un espace vectoriel non nul de dimension finie sur
K, v={{0} =WV cWVg --CV,y &V,=V} undrapeau de V et £ une
forme bilinéaire alternée sur V. On dit que le drapeau V est générique relativement
a & ou que la forme & est générique relativement a V, si pour 1 < i < ¢, la
restriction de £ & V; est de rang maximum, & savoir 2[5 dim V;], et V;L{ﬂVi,l = {0}

ol Vfﬁ désigne 'orthogonal de V; dans V' relativement a &.

Définition 4.2. Soient V un espace vectoriel non nul de dimension finie sur

K, b= (ey,...,e,) une base de V et
V={{0}=%eVie¢V¢ V.o V=V}

un drapeau de V. On dit que la base b est adaptée au drapeau )V, si pour tout

1 <i <t l'espace V; est engendré par la famille (eq,...,eqmv;)-

Lemme 4.3. (Voir [0, Lemme 4.2.1]) Soit V' un espace vectoriel de dimension
finie sur K et V={{0} =V, G ViV & ---CViy &V, =V} un drapeau de
V. Alors

(i) une forme & € /\2 V* est générique relativement a V, si et seulement s’il existe
une base ey,...,e,. de V adaptée au drapeau V telle que, notant ej, ..., e; la base
duale, on ait £ =73 g €5 1 A€y

(ii) l’ensemble des formes bilinéaires alternées & sur V' qui sont génériques rela-
tivement a V est une orbite ouverte sous l'action de Qy dans /\2 V.

Définition 4.4. Soit V ={{0} =V ¢V WG --- GV, GV, =V}
un drapeau. On note h = h(V) le nombre d’indices i tels que 1 < i <t —1 et
dimV; et dimV;,; soient tous deux impairs. On dit que le drapeau V vérifie la
propriété P, si deux espaces consécutifs de la suite V ne peuvent étre tous deux
de dimension impaire, c’est & dire h(V) = 0.

Définition 4.5. Soit V={{0} =W WV ¢ WV ---C V., ¢V =V}
un drapeau de V. On dit que le drapeau V vérifie la condition (x), si, pour
1 <i<t—1, entre deux sous-espaces consécutifs V; et V;,; le saut de dimension
est 2 s’ils sont tous deux de dimension impaire et 1 sinon.
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Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur K muni d'une forme
bilinéaire alternée ¢ de rang maximal. On désigne par gl(V')(§) 'annulateur de £
dans gl(V'). Lorsque £ est symplectique, gl(V')(&) est noté sp(V, &) ou simplement
sp(V) et c’est I'algebre de Lie du groupe symplectique correspondant. On se donne
un drapeau V de V' générique relativement a £ et on désigne par t) la sous-algebre
de Lie de gl(V)(€) constituée des endomorphismes stabilisant V' qui est aussi la
sous-algebre de Lie qy(&) de qy stabilisant & .

Proposition 4.6. (Voir[6, Proposition 5.3.1]) Soit V' un espace vectoriel de
dimension finie sur K muni d’une forme bilinéaire alternée £ de rang maximal
et V={{0} =V WV CVWVg. ¢V, GV, =V} un drapeau générique
relativement a &.
(a) Supposons que dim V' est pair, de sorte que & est symplectique. Alors,

(i) on @ ind(vy) = Zle[%(dim Vi —dimV;_4)],

(i) la dimension du radical unipotent d’un stabilisateur générique

de la représentation coadjointe de vy est h(V),

(iii) lalgébre de Lie vy est quasi-réductive si et seulement si le drapeau V

vérifie la propriété P.
(b) Supposons que dim V' est impair et désignons par V' le drapeau du sous-espace
Vi_1 obtenu en supprimant l’espace V' du drapeau V. Alors,

(iv) on a

nd(ey) = | Sl dimVi—dim V)] = 1 sidim Vg < dimV 1,
VU S E@imV; —dim V)] +1 sidim Vg =dimV — 1,

(v) La dimension du radical unipotent d’un stabilisateur générique de la
représentation coadjointe de vy est h(V').

(vi) L’algébre de Lie vy est quasi-réductive si et seulement si le drapeau V'
vérifie la propriété P.

Remarque 4.7. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K muni
d’une forme bilinéaire alternée ¢ de rang maximal et

V={{0} =W eVieV¢ V.oV, =V}
un drapeau générique relativement a &.
Supposons qu’il existe un sous-espace V; du drapeau V tel que dim V; soit pair.
Alors £ induit une forme symplectique sur le sous-espace U = V; de sorte que V'
est somme directe de U et de son orthogonal W relativement a £. On désigne par
U (resp. W) ledrapeau d = {{0} =Vo C Vi ¢ VoG-~ G Vg &V, =U} (resp.
W={0}=WoeWi=ViuNWg - QVi=ViuNW g - ¢ Wy = W}
). Comme V est générique relativement a £, il est clair que U (resp. W ) est
générique relativement a &y (resp.&|w ). Par suite, la sous-algebre t), s’identifie
au produit direct vy, X t)y. En particulier, vy est quasi-réductive (resp.stable) si
et seulement si vy, et vy, le sont. De plus, on a

indvy = indty + indryy et rangry = rangty + rangtyy.

D’autre part, V vérifie la condition (x) si et seulement s’il en est de méme de U
et de W.
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Proposition 4.8.  Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K muni

d’une forme bilinéaire alternée & de rang maximal et
V={}=WeViche¢ - cV 1cV,=V}

un drapeau de V' générique relativement a &.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) vy est de rang nul.

(ii) V vérifie la condition (x) et si dim V' est impair, il en est de méme de dim V;_; .

Preuve. D’apres la remarque précédente, on se ramene a démontrer la propo-
sition dans 1'un des cas suivants:

—dimV est pair ,t > 2 et pour 1 <¢ <t —1,dimV; est un nombre impair ,
— dim V; impair pour 1 < i <'t.

Onpose dimV; =2p;+1, 1 <i<t—1let a; =dimV,—dimV;_;, 1 <i <t. Alors
a; =2p; +1=2¢ + 1 est impair et a; =2(p; —pi—1) = 2(¢; +1), 2<i<t—1
est pair.

On se place dans le premier cas et on pose dim V; = 2p,. Alors a; = 2(p; — py—1) —
1 =2¢; + 1 est impair. D’apres la proposition [4.6]

t
rangty = g Qi
i=1

Ainsi, vy est de rang nul si et seulement si ¢; = 0 pour tout 1 < ¢ < t¢. D’ou la
proposition dans ce cas. On se place dans la deuxieme cas. On pose dim V' = 2p,+1.
Alors a; = 2(p; — pr—1) = 2(q; + 1) est pair. D’apres la proposition [1.6] on a

t
rangty = E G-
i=1

La proposition est alors claire dans ce cas. u

Théoreme 4.9. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K muni
d’une forme bilinéaire alternée & de rang maximal et

V={{0} =W eVighe GV cVi=V}

un drapeau générique relativement a &.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) vy admet une forme linéaire stable.

(i) vy est quasi-réductive.

Preuve. Seule I'implication (i) = (ii) mérite démonstration. D’apres la re-
marque précédente, on se ramene au cas ou aucun des éléments du drapeau
V, a lexception de {0} et V, est de dimension paire. On pose d = dimV
et dmV;, = 2p;, +1, 1 < i < t, p, = [%] On choisit une base eq,...,eq
de V' adaptée au drapeau V et telle que £ = >, €5 ; A e et on pose
W; =Kegp, ,+3 P Kegp, 144 B - B Kegp,, 1 <i <t (on convient que py = —1).
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Alors les W;, 1 < i < t, sont des sous-espaces symplectiques deux a deux ortho-
gonaux et il suit de [6, lemme 26 et paragraphes 5.4, 5.5] que les sous-algebres de
Cartan de [],,.,sp(W;) sont des sous-algebres de Cartan-Duflo de vy .

Soit donc j une sous-algébre de Cartan de [],,, sp(W;). Le sous-espaces VO de
V' constitué des vecteurs j-invariants n’est autre que (@1§igtm)L- On considere
gl(V?) comme une sous-algebre de gl(V) en identifiant un élément X € gl(V?)
avec I'endomorphisme linéaire de V' agissant comme X dans V° et trivialement
dans son supplémentaire @q<;<,W;. Alors, on vérifie que le commutant de j dans
gl(V) est j @ gl(V?). Il est alors clair que ©}, = j @ tyo, ot VY est la trace du
drapeau V sur le sous-espace VY.

D’autre part, remarquons que & = £|yo est de rang maximal et V° est en position
générique par rapport a & (i.e tyo est de méme type que ty). Compte tenu de
la proposition |3.1| et comme ty0 est de rang nul, on se ramene a traiter le cas de
rang nul pour ty,.

Il s’agit donc de montrer que si rangty est nul et indvy est strictement positif,
alors ty n’admet pas de forme stable.

Compte tenu de ce qui précede, il suffit d’étudier les deux cas suivants:

(a) dimV = 2p, p > 2 et dimV; = 2i — 1 pour tout 1 < ¢ < ¢t — 1 de sorte
que V={{0}=WecWEVg ¢V, &V, =V} On choisit une base
(é1,...,€eg,) de V adaptée au drapeau V telle que V; =Ke; @ --- @ Kegj_1, 1<
j<pet&=3"_ €5 1 Aes;. Onnote (Eij)icij<zp la base de gl(V) canonique-
ment associée a la base (eq,...,eq,) de V.

Dans ces conditions, il résulte de [0 5.4] que

g=rty =1L dny, (1)
ou
p
= PKH;, (2)
j=1
avec
H] = E2j71,2j71 - E2j,2j7

est un facteur réductif de vy, commutatif dans ce cas, et

P p—1
ny = PKZ & (PKDL), (3)
j=1 J=1

avec
Zj=2Fs 195 et Tj = Foj_19j40 + Faji19;,

est le radical unipotent de ty,, également commutatif dans ce cas.
On a alors:

[H;, Zi] = 26,;Z;

[H;,T1] = 01T + 615171 = (00 + 0ju41) 1

Soit g € g*. On pose n = gln,, 9(Z;) = ¢ et g(T}) =75.
Supposons que [[}_, (; # 0. Alors, on a

g(n) =ny et g(g) = ny(g).
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Par suite et compte tenu du lemme , on a Ny.g = g + ny;, ot Ny, désigne le
radical unipotent du sous-groupe algébrique connexe Ry, de GL(V) d’algebre de
Lie vy. Ainsi, on peut supposer que g|;, = 0.

Soit
p p—1
X:ZZZ' Zi—i—ZtiTiEny.
=1 =1

[Hy, X] =227, + 1,717,
(H;, X] =22Z; + t,Ti + t, 1Ty, 2<i<p—1,
[Hy, X] =227 + tp1 T

Alors, on a X € ny(g) si et seulement si:

2{121 + 7'1t1 =0
26z + it +1ioatiog =0, 2<i<p-1
2Cp2p + Tpfltpfl =0.

On en déduit que

p—1
= Dxrw,
=1

avec

1 1 1 1

W ﬂ Z Zz E. i—1,2¢ +Ez i E 1—1,2¢ —FL A 7
9 (CZ Cz+1 +1) 21—1,2i+2 2i+1,2 9 <<z 2i—1 2 Cz+1 2i+1,24 +2>

Soit H =)"" | H,. Alors, on a
[H,Z)] =27, et [H,T)| =2T,
et donc
[H W] =2W, 1<I<p-—1.
Il en résulte que
9, 9(9)] Na(g) # {0}
Compte tenu du lemme et du fait que g est générique, il résulte que g n’admet

pas de forme linéaire stable.

(b) dmV =2p+1,p > 2 et dimV; = 2i — 1 pour tout 1 < i < ¢t —1 de
sorte que V={{0} =V CViC Vo, &C---CV,CV,.; =V}. On choisit une base
(€1,...,€e9+1) de V adaptée au drapeau V telle que V; = Ke; @ ---®Kegj_1, 1 <
j<p+1et §:Z§:1e§j_1/\e§j.

Dans ces conditions et compte tenu de [6l 5.6], les matrices des éléments de ty,
dans la base e, ..., e9,+1 sont de la forme:
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aq 21 0 tl 0 0
0O —az 0 0O 0 O
0 tl a9 z9 0 tQ
0 0 0 —ax 0 O
0 0 0 tQ as Z3
0O 0 0 0 0 -—as

0 o1 Qp  2p
0 0 0 —a, O
0 0 0 t, apn

On voit alors que si l'on pose V' =Ke; & - - @ Kegy,, et
V{0 =V E VI = Vi GV = Vo G VI =V, SV, = VT

€|y est symplectique et V' est en position générique par rapport a |y tandis que
Ty = [y D ny (4)

ou ly =y ® KH,; est un facteur réductif de vy qui est un tore dans ce cas, et
ny = ny @ KT, son radical unipotent, avec

Hy1 = Eapr12p41 €t Ty = Eapi 2p. (5)
Dans ce cas, on a les crochets supplémentaires
[Hpi1,Z;] =0 1<j<p ,[Hy1,Tj]=01<j<p-—1

[Hj7TP] =01, 1<j<p, [Hp-i-la Tp] =T).
Soit g une forme fortement réguliere sur g = ty,. On pose n = gla,, ¢; = 9(Z;) et
7 = 9(T;).
Supposons que 7, H?Zl ¢; # 0. Alors, on a g(n) = ny de sorte que, compte tenu
du lemme , Ny.g = g+ni5, ou Ny, désigne le radical unipotent du sous-groupe
algébrique connexe Ry de GL(V') d’algebre de Lie ty, et qu'on peut supposer
que gl, = 0.
D’autre part, si X => 7 22, + > 7 t,/1,, on a

[Hl,X] = 221Z1 + tlTl

(Hy, X] =222 +t; 1T + 15, 2<i<p,

[Hp+17X] = tp1)

Il s’ensuit que X € g(g) = ny(g) si et seulement si

20121 + 1ty =0,
2Gzi +micatioi+1t; =0, 2<i<p-—1
Tplp = 0,

On en déduit que g(g) = @f:_ll KW;, avec

—Zi+—"Zi41) = FEoi 19iv2+Foiy10i— <_E2i*1»2i+
Gi Git1

T.
W =T,- 2 —
( 2 % Ci—l—l

2

E21;+1,2i+2>~
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Si H=Y""'"H; ona

[H,W;] =2W; pour 1 <i<p-—1.

Par suite, on a

9,0(9)] Ng(g) # {0}

Comme g est générique, ceci acheve la démonstration dans ce cas. [ |

5. Réduction au cas de rang nul pour les sous-algebres paraboliques
d’une algebre de Lie orthogonale

Le but de ce numéro est de ramener I’étude de la stabilité au cas de rang nul pour
les sous-algebres paraboliques et qui nous sera utile pour la suite:

Soit K un espace vectoriel de dimension finie sur K muni d’une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée B. On désigne par so(E) 'algebre de Lie du groupe
orthogonal correspondant. Soit V={{0} =V, C Vi ¢ Vo G --- GV, 1 GV, =V}
un drapeau de sous-espaces isotropes de F avec dimV > 1. On désigne par py
la sous-algebre de Lie de so(E) constituée des endomorphismes de E stabilisant
le drapeau V : c’est une sous-algebre parabolique de so(FE) et les sous-algebres
paraboliques de so(F) sont toutes obtenues ainsi.
Soit maintenant g = py,. Supposons que g ne soit pas quasi-réductive et donc que
rangg < indg. On cherche a savoir si g admet ou non des formes stables.
Soit j une sous-algebre de Cartan-Duflo de g et II I’ensemble des poids non nuls
de j dans E. Si « € ITU {0}, on note E* le sous-espace poids correspondant. Si
a e ll, —a €11, de plus E“ et E~“ sont des sous-espaces totalement isotropes
mis en dualité par B. Si «, 3 € II sont tels que a + 3 # 0, alors E* et E° sont
orthogonaux.
Soit ITT C II une partie telle que IT = IIT ITTI~ ou II- = —IIT.
Alors, on a

s0(E) =s0(E°) x [] al(E).

acllt

Pour a € IT U {0}, soit V* le drapeau de E“ dont les éléments sont ceux de
UNE* U €V rangés dans 'ordre strictement croissant, auxquels on adjoint E
si a # 0. Alors, on a
g = pyo X H qye
a€ellt

ol avec les notations du numéro précédent gy« désigne la sous-algebre parabolique
de gl(E®) qui stabilise le drapeau V. D’autre part, d’aprés Panyushev (voir [12])
les sous-algebres paraboliques gy« sont stables. Il s’ensuit que g’ admet des formes
stables si et seulement si pyo admet des formes stables. Or d’apres et comme
son centre est trivial, pyo est de rang nul. Ainsi et compte tenu de la proposition
3.1, pour démontrer ’équivalence entre la quasi-réductivité et la stabilité dans le
cas considéré, on se ramene a montrer que les sous-algebres paraboliques de so(FE)
qui sont de rang nul et d’indice strictement positif ne sont pas stables.
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6. Stabilité des sous-algébres paraboliques de so(F)

Dans ce numéro, on va étudier la stabilité des sous-algebres paraboliques des
algebres de Lie orthogonales. Exactement, on va montrer l'assertion (ii) de la
conjecture de Panyushev [12] conjecture 5.6] pour le cas des sous-algebres parabo-
liques d’une algebre de Lie orthogonale.

Théoréme 6.1.  (Voir [0, 5.15]) Soit E un espace vectoriel de dimension q > 3
sur K muni d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée B, V = {{0} =V, &
ViGe VoG- GV &V, =V} un drapeau de sous-espaces isotropes de E avec
r=dimV > 1. On note V' le drapeau tel que V' =V \{V'}, si r est impair égal
ai,etV =V, sinon.

(i) On a les formules suivantes pour l'indice de la sous-algebre parabolique py :

([9 —r+ X0 [A(dimV; —dimV;_y)]  si 7 est pair,

(S —r+ Y [(dimV; — dim Viy)]  si 7 est impair, et r < &,

ind (py) = Zle[%(dim Vi—dimV; )] —1 si 1 est impair, r =1 et
dimV,_{ <r—1,
S [3(dimV; — dim V;_y)] + 1 si T est impair, r =1 et

dimV,_y =r —1.

\

(ii) La dimension du radical unipotent d’un stabilisateur générique de la représenta-
tion coadjointe de py est h(V').

(iii) L’algébre de Lie py est quasi-réductive si et seulement si le drapeau V' vérifie
la propriété P.

Proposition 6.2. Soit V={{0} =V, ¢ Vi ¢ Vo & ---C Vi1 GV, =V}
un drapeau de sous-espaces isotropes de E et py la sous-algébre parabolique qui
stabilise le drapeau V. On pose ¢ = dimE et r = dim V. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes:

(i) py est de rang nul.

(ii) La condition (x) est satisfaite par V et (q,7) vérifie l'une des conditions
sutvantes:

(a) q € {2r,2r 4 1}.
(b) r est impair et q = 2r + 2.

(6)

Preuve. : Remarquons tout d’abord que I’algebre de Lie py est de rang nul si
et seulement si le nombre h(V’) est égal a 'indice de py,. D’apres le théoreme [6.1]
il suffit de considérer les cas suivants:

On suppose que dim V' = r est pair de sorte que V' = V. Dans ce cas, on a

ind(py) = 4] -+ Y[ V; — dim Viy)|.
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Par suite, on a
¢
. 14 L. :
rangpy = 0 si et seulement si [5] —r=0et Z[§(d1mV,~ —dimV;_1)] = h(V).
i=1

Ainsi, py est de rang nul si et seulement si ¢ € {2r,2r+1} et le drapeau V vérifie
la condition (x).

On suppose que dimV = 7 est impair et 7 < £ de sorte que V' = V. Dans
ce cas, on a

ind(py) = (L) =+ Y[ Vi — dim Vi)

Par suite, on a

qg—1
2

t
1
rangpy = 0 si et seulement si | |—r=0et Z[ﬁ(dimVi—dim Vie)] = h(V).
i=1

Ainsi, py est de rang nul si et seulement si g € {2r + 1,2r + 2} et le drapeau V
vérifie la condition ().

On suppose maintenant que dim V' = r est impair, 7 = . Dans ces conditions et
compte tenu du théoreme [6.1], on a

. S B(dimV; —dimV,y)] -1 sidimV,; <r—1,
1nd<pV) = % 1/ 3: . o
Yoz (dimV; —dim V)] +1 sidimV,oy =7 — 1.

La proposition est alors claire dans ce cas. ]

On garde les notations de 5l Si u,v € E, on définit 1'élément u Ap v de
$50(E) en posant, pour x € E:

uApv(z) = B(z,u)v — B(z,v)u.

Il existe une unique application linéaire Ap : EQ E +— s0(F) telle que Ap(u®v) =
u A v, laquelle passe au quotient en un isomorphisme d’espaces vectoriels de
A’E sur so(E). Plus généralement, si V, W sont des sous-espaces de E tels que
V N W = {0}, Ap induit un isomorphisme d’espaces vectoriels de A2V ( resp.
V @ W ) sur un sous-espace de s0(E) noté ALV (resp. VAgW).

Si uy, ug,v1,v9 € E, on a

[ur Ap V1, us Ap 2] =B(uy, u2)vy Ap va + B(uy, va)us Ap vy
+ B(Ul,UQ)Ul /\B (%) + B(Ul, UQ)Ul /\B Us.

(7)

On munit so(FE) de la forme bilinéaire symétrique non dégénérée et invariante
L(X,Y)=—3TrXY . Si uy,uz,v1,v2 € E, on a

B(uy,us) B(uy,vo) ) '

L(uy A vi,us Ap v2) = det ( B(vi,ug) B(vi,v2)
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Soit V' un sous-espace isotrope non nul de F et W un supplémentaire dans F
de 'orthogonal V42 de V pour B. Alors B induit une dualité entre V et W, la
restriction de B & F = (V @& W)1% est non dégénérée et ona E =V O Fd W
de sorte que V12 =V @ F. On identifie les algebres de Lie gl(V) et so(F) a des
sous-algebres de Lie de so(F) de la maniere suivante:

-si X € gl(V), on I'étend en un élément encore noté X de so(FE) en décidant que
Xirp=0et, siyeW, Xy est I'élément de W tel que

B(X.z,y)+ B(x,X.y) =0,z €V,

-si X € so(F), on I'étend en un élément encore noté X de so(E) en décidant que
XIFJ_B - 0
De plus, si X € gl(V), Y €s0(F), u e F, v,v' €V, on a

(X, uApv]=uAp X,

]
Y,uAgv] = Yu/\Bv .
¥, 0 A ] = ®
(X, v Ap?d] = XU/\BU +uvAg X

- La forme L permet d’identifier AZV* (rep.(FAgV)*) avec APW (resp. FAgV).
Le théoreme suivant est le résultat principal de ce travail.

Théoreme 6.3. Soit E un espace vectoriel de dimension finie ¢ > 3 sur K
muni d’une forme bilinéaire symétrique B non dégénérée et V = {{0} =V, &
VigVeQ v G Viy @V, =V} un drapeau de sous-espaces isotropes de E
avec dimV' > 1. On note py la sous-algébre parabolique de so(E) qui stabilise le
drapeau V. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) py admet une forme linéaire stable.

(i) py est quasi-réductive.

Preuve. On pose g = py et dimV = r. D’apres |5, on peut supposer que
I'algebre de Lie py est de rang nul c’est a dire que V vérifie la condition (*) et
(q,r) vérifie (6). Il s’agit de montrer que si 'indice de py est strictement positif,
alors py n’admet pas de formes stables.

On garde les notations précédentes et on commence par étudier un cas particulier:
on suppose que t > 2 et pour 1 < i <t—1, dimV; est impair avec dimV; = 2i—1,
desorteque V={{0} =W ViC WG ---CV,CV,;,u =V}, avec t =p+1
et € {2p,2p + 1}.

D’apres [6l, 5.15], on a

_ av®ny sir =dimV est pair ou F' =0,
8= qy X s0(F) ®ny  sir=dimV est impair et F' # 0.

avec ny = FApV @3y, 3v = A2V (le centre de ny ), ol ny est un idéal unipotent
de g et qy la sous-algebre parabolique de gl(V') qui stabilise le drapeau V.

Soit ¢ une forme linéaire générique sur g et n (resp. &) sa restriction a ny
(resp. 3y ). Par généricité de g, on peut supposer que ¢ est une forme bilinéaire
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alternée sur V' générique relativement au drapeau V. On choisit une base ey, ..., e,

*

de V adaptée au drapeau V telle que, notant ej,...,e: la base duale, on ait
=D coicy €1 N €5;. On identifie F' et F* au moyen de la forme bilinéaire
symétrique non dégénérée induite par la restriction & F de celle de B. Compte
tenu des numéros 5.16, 5.18 et 5.19 de [6], on peut supposer que n|pp,v =0 si r
est pairou F'=0et n=¢+u" Ae, avec u € F non isotrope, si r est impair et
F # 0. On note (Ej;)1<ij<r la base de gl(V) telle que E;j(ex) = djpei, 1 <k <r.
Soit vy, la sous-algebre de Lie de gy qui stabilise la forme bilinéaire £ sur V.
Compte tenu des formules (2), (3) et (5) de la démonstration du théoréme

dont on reprend les notations, on a
Ty = [V D ny. (9)

avec L
S P S—
ly = P KH; et ny = (PKZ) & (DKL),
j=1 j=1 j=1

ous=psir=2pet s=p+1sir=2p+1.
Alors

my = (@ KS;) & (6_9 KE92i41) @ ( @ KE;;), (10)

j>itl

ou
Si = Eoi—12i-1 + Eb; 2,

est un supplémentaire de vy, dans qy.
D’une part et compte tenu des numéros 5.16 et 5.18 de [0], si » = 2p ou F' =0,
on a

bi=g(n)=rvv®jv.
D’autre part et compte tenu du numéro 5.19 de [6], si 7 =2p+ 1 et F #0, on a

hZ: g(n) :tyl@tvl@ﬂv(n),
0 V' = Key 0Ky, V' = ({0} =V SV =V S W =Vo€ - SV =Th

i1 = V'} le drapeau obtenu en remplagant I'espace V' par V’ ({|y+ est symplec-
tique et V' est en position générique par rapport a |y ), tyr = K(T, —uAp egp_1)
et nv(n) =F AB €2p+1 D 3v. De plus, on a b +ny =ty D KTP Dny.

Quitte alors a translater g par un élément de exp ny, on peut supposer que,
compte tenu du lemme Glm, = 0 dans les deux cas traités.

On pose ¢; = ¢g(Z;), 1 <i<p, 1 =9(T;), 1 <i<s—1.Par généricité de
g, on peut supposer que [[7_, §; # 0 si r est pair et 7, [[7_; § # 0 si r est im-
pair. Soit A = g|,,. Dans ces conditions et compte tenu de la démonstration du
théoreme on peut également supposer que g|,, = Al,, = 0. De plus et comme
A est générique, il suit des calculs de la démonstration du théoreme que
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avec

T, 1 1
. (—FBop—19k + —Eoppr0642), 1<k <p—1

Wi = Eop—12k42 + Fopq126 — —
2 (g Crr1

Avec ces hypotheses sur la forme linéaire g et ces notations, nous allons démontrer
les deux lemme qui suivent.

Lemme 6.4.  On suppose que r =2p ou F'=0. Alors, on a

(i) o(g) = BIZ KCy, avec
1 1 1
Co =Wt §Tk(e2k_1 A €2t — €at1 A eapyz) + §<k+le2k—1 N €242 + §Ck€2k N €241

(i) [g,08(9)] Na(g) # {0}.

Preuve. Rappelons que l'on a g, = g[y, = 0.
Considérons, pour 1 < k < p —1, les vecteurs C} avec
1 1 1
Cr =W+ 57k (€2k—1 A\ €2k — €apy1 A Copya) + égk—i-l €ak—1/\ €appo + 5@: ok N\ € y1-

Remarquons tout d’abord que Cjy € h(h) = vy(\) @ jv avec h = gy, de sorte que
Cy € g(g) si et seulement si (g, [Ck,Y]) =0, VY € my.

Compte tenu de (10), on a

<97 [SjJCkD:OJ 1<7<p,
Cy € g(g) si et seulement si (g, [E2j2j+1,Ck]) =0, 1<j<s-—1,
(9, [Eij, Ck]) =0, 2<i+1<jy<r.

D’une part, on a

1
(S, Ckl = 0k j (Bak—1,2k+2 — Eokr1,26 + T €261 N €9 + §Ck+1 eak—1 N €2542
1
+ §Ck ok N €2+1) + 01,5 (—Eog—126+2 + Eokt1,2k — Tk €2k+1 A €2k12

1
+ §Ck+1 €ok—1 N\ €40 + §Ck ok N €254+1)

= 6k,j (—Tk + Tk €2k—1 VAN egk) + 51@_:,_173' (Tk — Tk €2k+1 A €2k+2) mod(my + ker(n)),
de sorte que, compte tenu de nos hypotheses sur la forme linéaire g,

(9,157, Ck]) =0, pour tout 1 < j <p.
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D’autre part, on a

1
[Eaj2j+1, Ck] = 0k—1,;(Eok—22k+2 — f Eop—201 + 5 Tk €2k—2 N ey,

1
+ —Ck+1 eak—2 N €ak12) + Ok (—Eort1 op+1 + Eog ok

Tk
— Boes 241 — = Bk okra — =Tk €2 N €ap42)
2C 2Ck+1 2
Tk
+ 01, (—Fok—2,2k+3 + Eokt1,2k+3)
2Ck+1

= 0 j(Hy — Hg41) mod(my + ker(n)).

Comme on a g(Hg.1) = g(Hg) = 0, il suit de nos hypotheses sur la forme linéaire

g, que
(g, [E2j2j+1,Ck]) =0, pour tout 1 <j <s—1.

Enfin, pour calculer le crochet [E;;,Cy] avec 2 < i+ 1 < j < r, on distingue
suivant la parité de ¢ et j:
(i) Pour i =2l et j =20" avec [+ 1 <1’ on a

[(Eaor, Crk] = Ops1,0(—FEok—100 + Eokr11) + 0y (—Eogy1 20 + —E2k 1.20)

251<:+1 ’ 2Ck
1
+ 3 Ok (T €2k—1 A €91 + G e A €apt1)
1
+ 3 Opr10 (— Tk €241 A € + Cor1 €261 A €)
1 1
= §k,15k+1,l/(_§ Zi+1+ 5 Crr1 €ar—1 A eg) mod(my + ker(n)),

de sorte que
(g, [Faor, Cy]) =0, pourtout 1 <1<’

(ii)) Pour i =2l et j =2I'"+1 avec 1 <[ <l',on a

[Eoor+1, Ck] = Opr10(—Fok—1.01r4+1 + Eokt1,0041)

2C k1

+ 01 (—Eogy1,2041 + _E2k—1,2l’+1)
2y,
Tk 1 1
+ Op—1.0 (B okt2 — % Eor ok + = 5 Th €21 N egp + = Ck+1 ea N eap42)
k

Tk 1
+ O (B ok — 2A2k+2 — = Tk €21 N\ €2k 42 + B Ci €2k N €37).

2C41 2

Remarquons que, pour 1 <[ <!, [Eyoryi1,Cy| € ker(n) +my de sorte que

(9, [Faror+1, C]) = 0.
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m) Pour 1 =20+ 1 et j = avec 1 <(+1<{,ona
iii) P =20+ 1 =2l 1<i+1<l

1

[(Eory1,00, Ci] = 3 O, (Th €261 A €141 + Ci €241 A €241)
1
+ 3 Opr1,0 (=T €2k41 A €211 + Coy1 €261 A €2141).

On voit donc que, pour 1 <[+ 1 <!, [Eyari1,Cy € ker(n). Par suite

(9, [Eaor+1,Ck]) = 0.

(iv) Pour i =2l4+1et j=2I'"4+1avec 0 <l <!, ona

Tk
[Eorr1,20+1, Ck] = 01,0 (Eoig1 2542 — 2% Eo 101 + 3 Tk €241 N ey,
k
1 Tk
+ = Crr1 €211 A €akr2) + Ok v (B 06 — Fort1,2k42
2 2Ck+1
1
3 Tk €241 /\ €212 — 5 Cr €141 N €21)
1 1
= 5k—1715k,l’(§ k— 5 Ck €or_1 N\ egk) mod(mv + ker(n)),

de sorte que, compte tenu de nos hypotheses sur la forme linéaire g,
(g, [Fars1.2041,Ck]) = 0 pour tout 0 <1 <.
Par suite, pour 1 <k <p—1,0na
(9,[Cr, Y]) =0V Y €g.

On a donc
Cy € g(g) pour tout 1 <k <p—1.

D’autre part, remarquons que la famille {Cy,1 < k < p — 1} est une famille libre
de g(g). De plus, comme dim(g(g)) = h(V) = p — 1, cette famille est maximale et
donc elle forme une base de g(g). On a donc

p—1
a(g) = @ KC.
k=1

On pose R, = EQk_LQk_l + E2k+172]€+1 .Ona Ry, € g et
Ry, Crl = Crpour 1 <k <p—1,

ceci montre alors que [g,g(g)] Ng(g) # {0} de sorte que, compte tenu du lemme
et du fait que la forme linéaire g est générique, g = py est non stable . |

Lemme 6.5.  On suppose que dimV =2p+1 et F #{0}. Ici dim F € {1, 2},
V={{0}=WeWViecVe -V, V,u=V}etn=E+u Ney,,,, avec
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u € F non isotrope. On rappelle les vecteurs Cy, du lemme[0.4 Alors, on a

(i) a(g) = Z;i KCy & KD,, avec

T, 1 1
Dp = Tp —u /B €2p—1 — TpU B €op+1 — i Zp + 5 Tp €2p—1 AN €2p + 5 Cp €2p VAN €2p+1-
P

(ii) [g,8(9)] Na(g) # {0}.

Preuve. Rappelons dans ce cas que 'on a g|m, = glso(r) = g]1, = 0.

Remarquons tout d’abord que dans ce cas les vecteurs C} appartiennent a b.
De plus, on a
(9,[C4, YY) =0,V Y €1y et [Ch,s50(F)] = 0.

D’autre part et compte tenu des calculs du cas précédent, on a
(9,[C,Y]) =0, VY €my,

de sorte que (g, [Ck,Y]) = 0 pour tout Y € g. On a donc Cy, € g(g).

Considérons le vecteur D, avec

Tp.
2Gp

Remarquons tout d’abord que D, € h de sorte que

1 1
Zp+ sTpezp-1 N ey + ECper N €eapi1.

Dp:Tp_u/\B €2p,1—7'p’LL/\B €op+1 — 9

<ga [DP,Y]>:O7 VY € Ty,
D, € g(g) si et seulement si < (g,[D,,Y]) =0, VY €so(F),
<ga [DP,YD :07 VY € my.

Compte tenu de (9), on a

<97[ZJ7DP]>207 1<j<p+1,
(g,[Dp,vy]) = 0 si et seulement si < (g,[T;,D,]) =0, 1<j<p,

Ona, pour 1 <j<p+1,

T, — Tpu Ap egpy1 mod(ker(n)) sij=p+1,
[H;, D, =< T, — z—z Z, mod(ker(n)) sij =p,
0 sijg <p-—2.

De plus, pour 1 < j < p, on vérifie aisément que

D, 7;] = { 0 mod(ker(n)) sij=p,

0 sinon ,

et

D, T} = 0 mod(ker(n)) sij=pouj=p—1,
P 0 sinon,
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de sorte que, compte tenu de nos hypotheses sur la forme linéaire g,

(g,][Dp,Y]) =0, pour tout Y € ty.

De plus, il est clair que, pour tout Y € so(F), on a [Y, D,] € ker(n) de sorte que
(9, [Dp,s0(F)]) = {0}

Par suite et compte tenu de (10), on a D, € g(g)

(9,55, Dyl) = 0, pour 1 < j < p,
si et seulement si (g, [Eaj2ji1, Dp]) =0, pour 1 <j<p,
(9, [Eij; Dyl) = 0, pour 2 <i+1<j<2p+1.

D’une part, on a

S, D,] = —T, + 7y e9p_1 Ap €9, mod(ker(n)) sij=np,
e 0 sij<p-—1,

de sorte que, pour 1 < k < p,

{9,155, D) = 0.
D’autre part, on a

Egpygp — E2p+172p+1 + ;Tpp E2p—1,2p+1 mod(ker(n)) si ] =D,
[Enj2je1, Dpl = § =55 Eap-22p mod(ker(n)) sij=p-—1,
0 sig<p-—2.

Comme Ey,9, — Eopi19p41 € by +my et Eop g 9541, Eop_29, € my, on voit alors
que, pour 1 <j <p,

(9, [Eaj2j41, Dy)) = 0.
Enfin, pour calculer le crochet [E; ;, D,] avec 2 <i+1 < j <2p+1, on distingue
suivant la parité de ¢ et 7.

(i) Pour i =2k et j =20" avec ¥’ + 1 <!'"<p,on a

Eo o, D] — { —% Ty o N €2p_1 + % Cp €k N eapr1 = 0 mod(ker(n)) sil’ =p,
) ? O

sinon,
de sorte que
(9, [Eaw 2v, Dy)) = 0.
(ii) Pour i =2k et j=2'+1 avec 1 <k <!I'<p,ona
B op — Tp uAp €apy — 3 Gy € A €3y sil' = p,
[Eok ovr41, Dp) = ¢ —uAp € — 2% BEowop+3mpeaw Negy sill =p—1,
0 sinon.

Remarquons que [Eaps oy 41, Dp] € my, + ker(n) de sorte que

(9, [Bow 2141, Dy)) = 0.



AMMARI 119

(iii) Pour i =2k + 1 et j=2"avec 1 <K +1<l'<p,ona

1 ) .
[Bopri10m, D) =4 2 Tp €ap+1 N\ €2p1+ 5 Cp €apri1 Negpr sil =p,
T 0 sinon.

On voit alors que

0 mod(ker(n sil' =p,
[Eopry1,21 Dy :{ 0 e sinon,

de sorte que
(9, [Eorr 11,20, Dpl) = 0.

(iv) Pour i =2k'+ 1 et j=2I'+1 avec 0 <k <l'<p,ona

1 LN /A
FEarry12p — Tp U Ap €2pr 1 — 5 Cp €2k 1 N\ €2p sil' = p,
7 1 s
[Eogrs12041, Dp] = —UN\p €apr1 — ﬁ Eorry10p + 5 Tpearrp1 Negy sil'=p—1,
0 sinon.

Par suite, on a les résultats suivants:

-Pour I'<p—1,0na
[EZk/+1,21’+1: Dp] = 0.

-Pour I'=p—1,0na

[Eokr 412041, Dp] € my, + ker(n).
-Powr I'=pet k' <p-—1

[Eogr 12041, Dp] € my, + ker(n).
-Pour'=petk =p—1,0na

(Eokr+1,20+1, Dp| = Eop_19p — Tp WA €251 — B Cp €2p—1 N\ €2p

1 1
=3 Z, — 5 (p €2p—1 /N €2, mod(ker(n)).

Compte tenu de nos hypotheses sur la forme linéaire g, il suit que
(g, [Farrs12041, Dp]) =0, 0< K <l <p.
D’apres ce qui précede, on voit que
(9,[D,,Y]) =0, pour tout Y € g.

On a donc D, € g(g).

Remarquons que la famille {C,1 <k <p—1,D,} est une famille libre de g(g).
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De plus, comme dim(g(g)) = h(V) = p, cette famille est maximale et donc elle
forme une base de g(g). On a donc

p—1

o(9) = PKC, KD,

k=1

On pose Ry = Eop—19k-1 + Fogr126+1- Ona R € g pour tout 1 <k <petona
[Rk,Ck] = Ck, 1 S k‘ §p— 1 et [Rp,Dp] = Dp,

de sorte que [g,8(9)] Ng(g) # {0}. Ceci montre alors que, compte tenu du lemme
2.10] et du fait que la forme linéaire g est générique, g = py est non stable. |

Pour achever la démonstration du théoreme, on considere le cas ou (q,r)
vérifie (6) et le drapeau V vérifie la condition (x) sans que les sous-espaces V;
du drapeau soient tous de dimension impaire pour 1 <7 <t — 1. On reprend les
notations des cas précédents.

Soit donc g =py avec V={{0} =V, VI CWVC ---C Vi1 CV,=V}un
drapeau de sous-espaces isotropes vérifiant la condition (%) et (¢,r) la condition
(6). En particulier dim F' <2 et si dim F' =2, r =dim V est impair.
Onag=(qy xs0(F))@®ny avec ny = F AgV @3y et 3y = ALV,

Soit g € g* générique. On peut supposer que £ = g|,, € ALV* est générique
relativement a V. On considere ¢ comme un élément de nj, noté alors n¢. Par
généricité de g et compte tenu des numéros 5.16, 5.18 et 5.19 de [6], on peut sup-
poser que n = gl,, = n¢ si r est pair et n =ng+1Ae}, avec [ € F* non isotrope,
si r est impair.

Soit kg = 0 < k1 < -+ < kg1 < kg =t ceux des indices j € 0,...,t tels que
dim V; soit pair ou j =¢. Pour 1 <17 <s, on pose W; =V, N kafl et on désigne
par V; la trace du drapeau V sur le sous-espace W;. On a V = @;_,W;.

Soit V C V le sous-drapeau constitué des espaces Vi,, 0 <7 <s.On a

av=[]av. @ “ay
i=1
ou qy, désigne la sous-algebre parabolique de gl(W;) qui stabilise le drapeau V;
et “qy le radical unipotent de la sous-algebre parabolique q3;. Comme

ty +ny sir est pair ou F' =0,

b—i—nvz{ ty @ KT, +ny  sirest impair et F' # 0.

et exp(ny(n)).g = g+ (h +ny)L, on peut supposer que glug, = 0.

On pose s =s,si FF =0 ou r est pair, et s=s—1,s1 F'# 0 et r est impair. On
considere les sous-algebres de Lie de g, g; = qy, ® 3w, , pour 1 <i <5 et,si F#0
et r est impair, g, = qy, X s0(F) @ ny, (en convenant que ny, = F'Ap Wy ® 3w, ).
Enfin, on note g; = gy, 1 <i < s. Alors, on a

9=09 (H ;) @ 45 ® F Ap V & (©ratWi Ap W) © (@5 AR W), 1 <4 <3,
i
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et si F'# 0 et r est impair, on a

g=0:D (H W,) @ “a5 ® (Bj<sF Ap W) © (BraWi Ap W) @ (Bjcs NF W)
j<s

En regardant les crochets de g; avec les différents autres sous-espaces apparaissant
dans cette décomposition de g en somme directe, on peut montrer que g;(g;) C
9(g).

Compte tenu de nos hypotheses, il existe deux sous-espaces consécutifs du drapeau
YV qui sont tous deux de dimension impaire. Ainsi I'une au moins des g; n’est pas
stable d’apres le cas précédent. Comme g;(g;) C g(g), il résulte alors du lemme

que g n’est pas stable. [ |

Remarque 6.6. On garde les notations précédentes. Comme la forme linéaire
g est générique, il existe un ouvert de Zariski U G-invariant contenant g. Ainsi
et comme g € “q%, ol “qé désigne l'orthogonal de “qy; dans g*, U N “q% est un
ouvert de Zariski non vide de “q%. Soit ¢ la projection de “q$ dans g;. Comme

o(U N “qé) est un ouvert de Zariski non vide de g}, on voit alors que g; = g|q,
est générique. Ainsi et compte tenu du cas précédent, on a une formule explicite
pour le stabilisateur g;(g;).

Lorsque g est de rang nul, en utilisant le résultat qui donne I'indice de g et des
g; dans le théoreme [6.1], on déduit que g(g) = @®;9;(g;). Comme on a déterminé
explicitement g;(g;) dans le cas précédent, on a alors une formule explicite pour le
stabilisateur d’'une forme linéaire générique.
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