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Restrictions des séries discretes
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Abstract.  The study of restrictions of unitary irreducible representations of a
Lie group G to its closed subgroups was successfully made by Corwin-Greenleaf
for the nilpotent case, Lipsman for the completely solvable case and Fujiwara
for the exponential case. However, even if the orbit method describes a large set
of representations in G, the study of these restrictions remains a very difficult
problem in the general case.

In this work, we study the restriction of square integrable representations mod-
ulo the center of a solvable connected group, semi-direct product of a torus by a
Heisenberg group to its algebraic connected subgroups.

Mathematics Subject Classification 2010: 06B15.

Key Words and Phrases: Discrete series, representations, restriction, multiplici-
ties.

1. Notations

1. Dans la suite on note C* = C\ {0}. Soient m € N, a = (ay,...,a,) € N et
z2=1(z1,...,2m) € C"™. On note a! = ! X -+ X ! et 2% = 20" X -+ x 20m

2. Si V est un espace vectoriel réel, on désignera par V* 'espace vectoriel dual. Soit
g une algebre de Lie réelle et h une sous-algebre de g. On désigne par pyy : g* — b*
I'application de projection et par h* le sous-espace de g* orthogonal & b.

3. Soit V' un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’une forme bilinéaire
alternée B. On note V' I'orthogonal de V' relativement & B. On note Mp(V/VP)
le groupe métaplectique associé au groupe symplectique Sp(V/VP) [8, 19] et
¢ 1'élément non trivial du noyau de la projection naturelle de Mp(V/VP) sur
Sp(V/VEB). Soit A un groupe opérant dans V par des automorphismes linéaires
conservant B; il opere dans V/VE. Nous noterons A" le groupe des couples
(h,m) € Ax Mp(V/VB), tels que h et m aient méme image dans Sp(V/V?P).

4. Supposons que (V, B) soit symplectique et soit VC le complexifié de V. On
désigne par v — v la conjugaison des éléments de ‘{C par rapport a V. Un
lagrangien ¢ C VC est dit totalement complexe si ¢ N ¢ = {0}. Soit F la forme
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hermitienne définie sur VC par F(v,w) = iB(v,w). On dit que £ est positif si la
restriction de F' a ¢ est positive.

5. Soit R un tore. Le groupe des caracteres R de R s'identifie & un réseau du dual
t* de l'algebre de Lie v de R au moyen de ’application qui a un caractere x fait
correspondre la forme linéaire —idy .

2. Principaux résultats

Soit G = S% le groupe produit semi-direct d’'un tore S par un groupe de
Heisenberg “G et tel que G et “G aient méme centre Z. On désigne par g, s, “g
et 3 les algebres de Lie respectives de G, S, ‘G et Z.

Soit A € 3"\ {0}; on pose gy = {g € ¢g*, g; = A}. Ceci détermine une
forme bilinéaire B (ou B, si l'on tient a préciser) alternée sur “g définie par
B(X,Y) = M[X,Y]), laquelle passe au quotient en une forme symplectique sur
“g/3, encore notée B. Ainsi, si W C “g/3 est un sous-espace symplectique, on peut
parler de sous-espace lagrangien (complexe) positif de W€. Notons qu’a une orbite
fortement réguliere (voir définition 4.1) ©Q C g* est associée une forme bilinéaire
alternée B (ou Bg) puisque Q; = {A} ou A € 3*\ {0}.

Soit V' C “g un supplémentaire S-invariant de 3. Notons & ’ensemble des
formes linéaires sur g non nulles sur le centre et qui sont dans V+.

Soit A € 3*\ {0}, on note &), le sous-ensemble de & formé des éléments dont
la restriction a 3 est égal a A. Si g € g*, on désigne par €2, (ou QgG si I'on tient a
préciser) sa G-orbite coadjointe. Alors 'application g — €2, est une bijection de
& (resp. &\ ) sur I'ensemble des orbites fortement régulieres (resp. contenues dans
g3).

Si v € s*, on note g, (ou g, ) I'élément de &, tel que Gujs = V. Alors
v — g, est une bijection de §* sur &).

Désignons par &,4 (resp. &) qq) le sous-ensemble de & (resp. &) ) constitué
des formes linéaires qui sont admissibles (voir définition 6.1).

Soit ¢ C V© un lagrangien totalement complexe positif S-invariant et soit
p € s* la forme lindaire définie par ip(§) = 3Tr ad,(€). Alors I'application v — g,
est une bijection de I’ensemble des v € s* telles que v + p soit un caractere de S
(cet ensemble ne dépend pas du choix de ¢) sur &) .q4 [8].

A toute forme linéaire fortement réguliere et admissible g est associée par la
construction de Duflo [8] une représentation unitaire irréductible 7& de G. Cette
représentation ne dépend que de I'orbite €24, c’est une série discrete modulo Z de
caractere central de différentielle 4\ ou A = g|;. Toutes les séries discretes modulo
Z sont obtenues ainsi. En particulier, 'application g — 7rgG est une bijection de
Eua (resp. & qa) sur Uensemble des séries discretes modulo Z (resp. de caractere
central de différentielle i\) de G.

Soit R un sous-tore de S d’algebre de Lie v et “H un sous-groupe fermé
connexe de "G d’algebre de Lie “§ qui soit R-invariant. Notons H = R x “H
le sous-groupe de G, produit semi-direct de R et “H, d’algebre de Lie §. Tout
sous-groupe algébrique connexe de GG est conjugué a un tel sous-groupe H.

Soit A € 3"\ {0} et B la forme bilinéaire alternée associée. Si “H est un
sous-groupe de Heisenberg de “G, ")/3 est un sous-espace symplectique de “g/3 et
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on choisit un lagrangien positif R-invariant ¢ du complexifié de 'orthogonal pour
B de "/3 dans “g/3 et on désigne par A(¢') = {d1,...,0,} 'ensemble des poids
de R dans ¢ comptés avec leur multiplicité. Si x € }A%, on note m(y) la fonction
de partition définie par

m(x) = card{a € N, Z a;0; = x}. (1)

1<yj<r

Le nombre m(x) € NU {oo} ne dépend pas du choix du lagrangien positif.
Soient Ry le noyau dans R de Aduy/;s et to son algebre de Lie. Alors
Ry = R/Ry est un tore compact dont l'algebre de Lie est vy = t/tg et le dual
de cette derniere est vty qui est l'orthogonal de vty dans t*. La famille A(¢)
engendre ty . On note Cyy le cone d’intérieur non vide de g engendré par A(¢'):

Cap = ZéeA(Z’) R9.
Définition 2.1. Soit 2 C g* une orbite fortement réguliere et B la forme
bilinéaire alternée associée. On dit que le sous-groupe H C G vérifie la condition
Z(Q) si les deux conditions suivantes sont satisfaites:
(i) Le radical unipotent “H de H est un sous-groupe de Heisenberg de “G.
(ii) L’ensemble des points fixes de R dans “g/" est réduit a {0} et il existe un
lagrangien R-invariant positif de ((*h/3)®)® pour lequel I'ensemble des poids

infinitésimaux de R est contenu dans un demi-espace ouvert de t*

Théoréme 2.2. Soit ) C g* une orbite fortement réguliere. Alors les deux
assertions suivantes sont équivalentes:

(i) L’application pgy : 2 — b* est propre sur l'image.
(ii) Le sous-groupe H vérifie la propriété ZP(X).

Soit m une série discrete de G associée a une orbite fortement réguliere Q) C g*.
Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes:

(i) La représentation 7 est H -admissible
(i) Le sous-groupe H wvérifie la propriété P ().

Notons que la propriété (€1) caractérise d’'une maniere simple I’admissi-
bilité des séries discretes du groupe G'.

Théoreme 2.3.  Soit ) une orbite fortement réquliere. On suppose que “H est
un sous-groupe de Heisenberg de “G'. Notons g l'élément de & tel que ) = Q? et
h = gy,. Alors

(i) pay(2S) est la réunion disjointe des orbites Qyl,, avec p € Cyy.
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(i1) On suppose que g est admissible. Soit ¢' un lagrangien R-invariant positif
e (("0/3)5)C et soit p' la forme linéaire sur v telle que ip' = Tr ady.
Alors pour tout x € ﬁ, la forme linéaire h+ x + p’ € b* est admissible et les
orbites admissibles qui sont contenues dans py,(QS) sont les Qh+x+p, avec

X € R et X+ p' € Cyp. Les représentations unitaires irréductibles de H qui
apparaissent dans la restriction (W?)‘H sont des séries discretes associées
auz orbites admissibles contenues dans pgh(Q ). Plus précisément, on a la

décomposition en représentations irréductibles :

(WQG)\H = @ m(X)W}Ij+X+p,,

xER

Pour finir, utilisant les résultats de [4] et [5], nous interprétons les multipli-
cités m(x) comme fonctions de partitions et nous en donnons une formule explicite
en terme de volumes des espaces réduits.

De maniere plus générale soit G un groupe de Lie presque algébrique réel
(pour la définition, voir Duflo [10]) d’algebre de Lie g, H un sous-groupe presque
algébrique de G d’algebre de Lie b, pyy la projection naturelle de g* sur b*, =
une série discrete de G et Q) l'orbite co-adjointe de GG a laquelle 7 est associée
par la construction de Duflo. Alors Duflo conjecture que la représentation 7 est
H -admissible si et seulement la restriction de py & 2 est propre en un sens a
préciser (voir par exemple Liu [20]). Le théoréme 2.2 donne, dans le cas présent,
une réponse positive a cette conjecture.

D’autre part, le théoreme 2.3 est en rapport avec la conjecture de Guillemin-
Sternberg connue sous la forme du slogan < la quantification commute avec la
réduction > portant sur l'action hamiltonienne d'un groupe de Lie G sur une
variété symplectique M et qui a suscité de nombreux travaux, principalement
dans le cas des groupes compacts et des groupes réductifs. En effet, Duistermaat-
Guillemin-Meinrenken-Wu [12], Guillemin [15], Jeffrey-Kirwan [17], Meinrenken
[21] et Vergne [33] ont simultanément donné des démonstrations de la conjecture de
Guillemin-Sternberg dans le cas ot G = S'. Puis Meinrenken [22] et Meinrenken-
Sjamaar [23] 'ont démontrée lorsque G est un groupe compact connexe quelconque
et enfin, Tian-Zhang [27, 28, 29, 30], Zhang [34, 35] puis Paradan [25, 24] dans
le cas des variétés a bord, variétés non compactes, application moment abstraite,
familles, indices de fibrés positifs.

3. Réduction au cas ou H contient le centre de G.

Soit G’ un groupe de Lie connexe de centre Z d’algebres de Lie respectives g et 3).
On suppose que H est un sous-groupe fermé connexe de GG d’algebre de Lie b tel
que H = HZ soit un sous- groupe fermé connexe de GG d’algebre de Lie b =b+3.Si
7 est une représentation unitaire de GG et o une représentation unitaire irréductible
de H, on note m(c,n) la multiplicité de o comme sous-représentation de .

Lemme 3.1. 1. Soit Q) une orbite coadjointe de G. Les assertions suivantes
sont équivalentes :
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(i) la projection pyy est propre de 0 sur son image.

(i) la projection Dy €st propre de £ sur son image.

2. Soit m une représentation unitaire de G. Les assertions suivantes sont
équivalentes:

(i) m est H-admissible.
(i) 7 est H -admissible.

De plus, pour toute représentation unitaire irréductible o de H , o\ est irréductible
et on a m(o,m) = m(om, ).

Preuve.  Les assertions (1) et (2) sont immédiates. n

Dans la suite G désigne un groupe résoluble connexe produit semi-direct
d’'un tore S par le groupe de Heisenberg "G et H un sous-groupe de G comme
dans le numéro 2, de la forme R x“H ou R est un sous-tore de S et “H est un
sous-groupe fermé connexe et R-invariant de “G. Comme S est compact connexe,
il opere trivialement dans le centre Z de “G lequel est également le centre de G.

Dans cette situation, il est immédiat que HZ est un sous-groupe fermé de
G. 1l suit alors du lemme (3.1) que, pour démontrer les théoremes (2.2) et (2.3),
on peut supposer que Z est contenu dans H. Ce que nous supposerons désormais.

4. Formes fortement régulieres

Les groupes G et H sont comme indiqués a la fin de la section 3. Ces deux
groupes sont algébriques; nous décrivons les formes fortement régulieres et leurs
stabilisateurs pour H (le cas de G en résulte).

Rappelons qu’une forme linéaire h € h* est dite réguliere si la dimension
de son stabilisateur h(h) est minimale. Dans ce cas, h(h) est abélienne [11], [7,
ChI, §11]. Notons j* Dalgebre de Lie réductive maximale dans h(h). On a la
décomposition de Levi h(h) = " @ h(h) (“(h) est une sous-algebre abélienne
formée d’éléments nilpotents). Si on note b, le sous-ensemble de h* formée des

reg
éléments réguliers, alors on a la définition suivante due a Duflo [8, Appendice].

Définition 4.1.  Une forme linéaire h € h* est dite fortement réguliere si elle
est réguliere et si la dimension de j* est maximale parmi les dim j/, f € Breg-

Soit A € 3*\ {0} et B la forme bilinéaire associée. Posons W = 9NV
et soit Wy le noyau de la restriction de B a W. Alors W et W, sont des sous-
espaces R-invariants de V. Soit W; un supplémentaire R-invariant de W, dans
W : ¢’est un sous-espace symplectique de V. Alors "y := Wy est un idéal central
de "y et "y, := W1 &3 est un idéal de Heisenberg de “f. Pour ¢+ = 0, 1, on désigne
par “H; le sous-groupe unipotent d’algebre de Lie "h;. On a “h = “h, x "h; et
“H = “Hgy x "Hy, produit direct.

On dit qu’'une forme linéaire p € Wy* est R-réguliere si la dimension de sa
R-orbite est maximale.
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Lemme 4.2.  Soit h € h*.

1. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) h est fortement réguliére.

(i) La forme linéaire hyw, sur Wy est R-réguliere. De plus, hjy # 0 si
Wy #0.

2. Dans toute orbite fortement réquliére, on peut trouver une forme linéaire h
telle que hyw, = 0. Dans ce cas, si = hjw,, on a h(h) = () ® (tv.u)t &3
(orthogonal est celui de la dualité entre Wy et Wi ).

Preuve. Supposons que Wi = 0. Alors Wy = W, B est nulle sur W et
p = hjw . Pour tout X € h = v® W @ 3, on note respectivement X, Xy et X
ses composantes dans t, W et 3. On a:

h(h) ={Xi+Xw+ X, €b; h([Xe +Xw +X;,t@ W @3]) =0}
={Xi + Xw € v @ W; h([X:, W]) = M([Xw,7]) =0} &3
={Xe+ Xw ev@W; p([Xe, W]) = p([Xw,¢]) =0} &3
={X;+XweraW; X, €r(u) et Xy € (tp)t} o
= t(p) @ (vp)" @3,

I'orthogonal étant celui de la dualité entre Wy et . On en déduit que dim H.h =
2(dimt — dimv(u)). Ainsi, la forme linéaire h est réguliere si et seulement si g
est R-réguliere. Dans ce cas, il est clair que dimt(u) reste constante lorsque h est
réguliere, ce qui montre que h est aussi fortement réguliere. D’ou I'assertion (1)
dans ce cas.

Supposons désormais que W; # 0 et notons n = hjw, . Supposons que
hy; # 0. On a “Hy.n = n + 3. Ainsi, quitte & translater h par un élément
de “Hy, on peut supposer que hyy, = 0. Calculons dans ce cas h(h). Pour
Xeh=rvd Wy W, &3, on note respectivement X,., Xy et X; ses composantes
dans v, Wy et Wj.

h(h) ={X:+ Xo+ Xq|h([X;: + Xo+ X1, v @ W& W1 =0)} D3
= { X + Xo + Xu|pu([Xe, W) = 0, u([Xo, t]) = 0, h([Xy, W1]) = 0} D 5.

Comme hy; # 0, [X;,W;] =0 et donc X; =0 car Wy est symplectique. Ainsi,

b(h) = (1) & (e.u)" @3,

I'orthogonal étant pris dans W,. On voit donc que v(u) est un facteur réductif de
h(h). Comme l'ensemble des formes h vérifiant hj; # 0 est un ouvert de Zariski,
parmi elles il y a des formes fortement régulieres et celles-ci sont clairement celles
pour lesquelles y est R-réguliere; dans ce cas, on a i = v(u). En particulier, pour
une telle forme h fortement réguliere et pour toute forme R-réguliere p € W, on
a dim H.h = 2(dim v — dimt(x)) + dim Wj.
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II reste a voir que si hy; = 0, alors h n’est pas fortement réguliere. Supposons
donc hj; = 0 et posons p; = hyw,, © = 0,1. Alors, en identifiant W* avec W5 ®WY,
on a

b(h) = t(po) Ne(pa) @ (v.(po + pua))* @ 5. (2)
Si h est fortement réguliere, on a dimv(ug) Nv(wy) = dime(p) ou u € Wy est
R-réguliere. Mais alors il suit de (2) que 'on a

dim H.h = 2(dimv — dimt(p)) < 2(dim v — dimt(p)) + dim Wi,
de sorte que h n’est pas réguliere: une contradiction. [ |

On sait que le groupe H admet des séries discretes modulo un sous-groupe
fermé central A si et seulement s’il existe une forme fortement réguliere h telle
que H(h) soit compact modulo A [9]. On en déduit le

Corollaire 4.3. 1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) le groupe H admet des séries discréetes modulo son centre.
(i) ['idéal "y est central dans b.

(iii) l’action de R dans Wy est triviale.
2. Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) Le groupe H admet des séries discretes modulo Z .
(i) *ho = {0}.

Remarque 4.4. Compte tenu de notre hypothese sur S, le groupe H admet
des séries discretes modulo son centre si et seulement s’il admet des séries discretes
modulo le centre de “H .

5. Orbites fortement régulieres pour G

Soient () C g* une orbite fortement réguliere, B la forme bilinéaire alternée sur
Yg qui s’en déduit (voir section 2) et V' C g un sous-espace supplémentaire
de 3 qui soit S-invariant. La forme B induit une forme bilinéaire alternée sur
V' que nous noterons encore B: c¢’est une forme symplectique laissée invariante
par S. Autrement dit AdyS est un tore compact du groupe symplectique Sp(V')
correspondant.

Pour I’algebre de Lie g on a la décomposition en somme directe g = sV P3.
On en déduit la décomposition en somme directe duale g* = s* @ V* @ 3*. En
appliquant le lemme (4.2) & g, ce qui correspond & W =V, on a Wy = {0} (car
B est non dégénérée sur V') et W; = V; le deuxieme point affirme qu'il existe une
forme linéaire g € €2 qui est dans &.

Si X € V | on définit les formes linéaires By € V* et &x € s* en posant:

Bx(Y)=B(X,Y),Y €V,
Dy (&) = B(X,£X), £ €s.
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Proposition 5.1. 1. L’application g — §y est une bijection de & sur l’en-
semble des orbites fortement réguliéres dans g*.

2. Soit g € &, alors Uapplication ge : X — gx := g — %@X — Bx est un
difféomorphisme S-équivariant de V' sur €).

Preuve. On commence par montrer le point 2. Soient g € &. D’une part, S
stabilise g. D’autre part, un calcul facile montre que, si X € V', on a:

. 1
Ad (epr)-g:g—BX—§CI>X. (3)
Ainsi, lorbite , s’écrit: Qy = {gx, X € V}, et la deuxiéme assertion s’en déduit.
Montrons maintenant la premiere assertion. Soit gi, go € & tels que £y, =
Qy, . Alors les formes linéaires g; et go de g* sont conjuguées. Il existe donc X € V'
tel que g; = (exp X).go. D’apres (2),
1

g1 =go — §(DX — By,

ce qui implique que X = 0 et 'application est donc injective. La surjectivité est
une conséquence directe de la deuxieme assertion du lemme (4.2). n

6. Orbites admissibles et séries discretes de G

On rappelle que ¢ est un lagrangien totalement complexe positif (pour B = By)
et S-invariant dans V' et p € * la forme linéaire définie par ip(&) = LTr ad,(§).

Soit U({) le stabilisateur de ¢ dans Sp(V') : U({) est le groupe unitaire pour
la forme hermitienne sur ¢ définie par (v,w) = iB(v,@). Soit U({) = {(z,u) €
U(f) x C*|u2 = deta}. Alors U(f) est un revétement a deux feuillets de U(£)
et I'injection naturelle de U(¢) dans Sp(V') se releve de maniére unique en une
injection canonique de U(¢) dans Mp(V) (voir par exemple [31]).

Compte tenu de nos hypotheses, on a S ~ Ady(S) C U(¢). On note SV le
revetement métaplectique de S induit par son action adjointe dans V' : on a donc
SV = {(z,u) € S x C*|u® = det Ad,z}. On désigne alors S par S (ou par SV &l
convient de pre(nser) la composante neutre de SV et par Adv le morphlsme de S
dans U(¢) tel que Adv(x,u) = (Adyz,u). On définit le caractere det? de U(l)
en posant det 2 (z,u) = u.

Définition 6.1. Soient g € & et v = g,. On note X(g) 'ensemble des
classes de représentations unitaires 7 de SV vérifiant 7(¢) = —1 et telles que
la différentielle de 7 soit un multiple de iv. On dit que g est admissible si X (g)
est non vide.

Proposition 6.2.  Soit g € & et notons v = gs.
1. Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) g est admissible pour G,
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(ii) i(v + p) est la différentielle d’un caractére de S,

(iii) iv est la différentielle d’un caractére de SV prenant la valeur —1 sur e.

2. Si les assertions équivalentes du (1) sont vérifiées alors il existe un unique
caractére &, (resp. x,) de S (resp. SV') de différentielle i(v+ p) (resp. iv tel que

Xg(€) = —1).

Preuve. Par définition, la forme linéaire g est admissible pour G s’il existe
un caractere 7 de SV de différentielle iv tel que 7(e) = —1. Ce qui est équivalent
a ce que iv soit la différentielle d'un caractere y, de S uniquement déterminé,
vérifiant x,(e) = —1 si e € S.

Soit x le caractere de SV tel que x(z) = det%(;‘,ﬁ‘/x). Alors x est de différentielle
ip et vérifie x(¢) = —1. Si on note (SY)" Pensemble des caracteres 7 € (SV)"
tels que 7(e) = —1, alors (SY)" s’identifie & S par 7 — x7. On voit donc que ¢
est admissible pour G si et seulement si i(v + p) est la différentielle d’un unique
caractere §, de S. [ |

Remarque 6.3. Si SV n’est pas connexe, S s'identifie canoniquement a S via
la projection naturelle de S sur S.

Soit g € & vérifiant les assertions équivalentes de la proposition précédente
et notons A = g; € 3*\ {0}. Suivant Duflo [8], on construit une représentation
unitaire irréductible m, de G. Tout d’abord, soit 7 (notée aussi 7} , 8’il convient
de préciser) la représentation unitaire irréductible de “G associée a l'orbite A+ 3+
de “G dans Yg* par la méthode des orbites de Kirillov. On note J4 (ou 54" )
I'espace de la représentation my. Supposons V' # 0, Shale [26] a démontré qu’il
existe une unique représentation Sy (ou Sy ) de Mp(V) dans 4 vérifiant

m(z.h) = S\(x)mA(R)S\(z™1), z € Mp(V), h €'G.

Par suite, la représentation 7, s’étend en la représentation S)m, du produit semi-
direct Mp(V) x "G telle que Sym(z,h) = Sx(z)mr(h),z € Mp(V),h € “G. On
désigne également par Symy la représentation du groupe G = S x “G définie par
Syma(xzh) = Sy o Ady (z)ma(h),x € S,h € "G.

Soit x, le caractere de SV défini au (2) de la proposition (6.2). On prolonge
sa restriction & S en un caractere de G trivial sur “G. Alors, la représentation
Xg ® S\my passe au quotient en une représentation de G' notée m, (ou Wf si 'on
tient a préciser).

Proposition 6.4.  L’application v > ﬂfy est une bijection de [’ensemble des
v € s tels que i(v + p) soit la différentielle d’un caractére de S sur l’ensemble
des classes d’équivalence de séries discretes de G dont la restriction o Z est un
multiple du caractére de différentielle 1.

Preuve. Ceci résulte de la proposition (5.1) et de [8, ch 5, lemme 3]. [
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7. Réalisation de Fock de la représentation métaplectique et
paramétrisation d’Auslander-Kostant des représentations m,

On garde les notations précédentes et on se donne g € & une forme linéaire
admissible. On rappelle que ¢ est un lagrangien totalement complexe positif (pour
B = By) et S-invariant dans V. Etant donné X € V, il existe un unique élément
vx € L tel que X = vx +vx. Alors X — Uy est un isomorphisme R-linéaire et
S-équivariant de V' sur £. On D'utilise pour transporter la structure complexe et le
produit scalaire ( , ) de ¢, défini par (v, w) =iB(v,w), sur V. Le groupe U({)
s’identifie alors au groupe unitaire U(V'). Dans ces conditions, on peut réaliser la
représentation m, dans l'espace

% - {f : V — C hOlOmOl“phe,/ |f(Z>|26_<Z7Z>dZ < +OO},
14

la représentation m, étant caractérisée par le fait que son caractere central est de
différentielle i\ et qu’elle vérifie :

(malexp 20) f)(2) = e 200 elem0) £ = 20}, 29, 2z €V, f € JA. [3]
Désignons par S} (ou S'§) la représentation de U(¢) définie par
(S\(@))(2) = fa™h2), € U(0), 2 €V, [ € A4

Dans ces conditions, la restriction de la représentation métaplectique Sy a U (¢)
est donnée par

Si(z,u) = uSi(z), (x,u) € U).

On vérifie que la formule Simy(x, h) = Si(Advz)ma(h), z € S, h € ‘G définit une
représentation de G.

Le caractere §; de S se releve en un caractere de G trivial sur son radical
unipotent, encore noté &,. Il est alors immédiat que pour tout = € S et (z,u)
relevant x on a

& ® S3(Adyz) = x, ® Sy(Ady(z,u)).

On en déduit que la représentation 7, peut s’écrire: m, = £, ® S\my.

Si 'on pose kgyp, = & ® Sy, on obtient une autre paramétrisation des
séries discretes de GG par les orbites coadjointes. Il s’agit de la paramétrisation
d’Auslander-Kostant [2]. On passe d’'une paramétrisation a I’autre par une trans-
lation de p : on a Ky, = T, tandis que Qyy, = p + Q.

Soit ey, ..., e, une base orthonormée de ’espace vectoriel complexe V' (voir
section 7) constituée de vecteurs propres pour S. On désigne par zi,...,z, les
fonctions coordonnées correspondantes et par —dy,...,—0d,, € §* les caracteres
infinitésimaux associés. Cela signifie que

Ady(exp€).e; = e 0¢; 1 < j < m.

Pour a € N on pose

% (al)7220

fa(z) =

—
el
N—
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Alors (fa)aenm est une base hilbertienne de 4 et chaque f, est un vecteur
propre pour (S4);s de poids infinitésimal Z;nzl a;0;. Soit g € &. Nous allons
exprimer la forme de Liouville de I'orbite Qg dans le systeme de coordonnées global
X +— gx en fonction des formes différentielles dz;, 1 < j < m. Tout d’abord,
si X, X' € V,ona B(X,X') = 2ReB(vx,vx/) = 2Im(X, X’), de sorte que
B=131> j<m 42; A dzj. On désigne par w (ou wy) la deux-forme symplectique
sur V' définie par w = %zlﬁgm dz; AdZ;.
Le résultat suivant est alors immédiat :

Lemme 7.1.  Soit g € &. La forme de Liouville wy sur l'orbite €1, est donnée
dans le systéme de coordonnées go : X — gx par la relation suivante : gi(w,) = w.

On garde les notations des sections précédentes. Nous allons ramener la
démonstration du théoreme 2.2 au cas ou G et H ont un facteur réductif en
commun, i.e. G = H'G, et ou “H est un groupe de Heisenberg.

8. On se ramene au cas ou “H est un groupe de Heisenberg.

On reprend les notations du numéro 4

Proposition 8.1. 1. Soit g € &. Si “Hy # {1}, la projection pgp : Qy — b*
n’est pas propre sur ['tmage.

2 Soit g € & une forme linéaire admissible pour G. St “Hy # {1}, la série
discrete 7TgG n’est pas H -admissible.
Preuve. 1. Avec les notations de la proposition (5.1), pour tout X € Wy = ",
on a

Pan(9x) = P (9)-

2. Supposons que la série discrete 7rgG soit H-admissible. On sait alors que les
représentations unitaires irréductibles de H qui apparaissent dans (7TgG)| g sont
des séries discreétes modulo Z (voir [32], [18]). Par le corollaire (4.3), il s’ensuit
que “Hy = {1}. n

On voit donc que 'on peut supposer que “H est un groupe de Heisenberg,
ce que nous faisons désormais.

9. On se rameéne au cas ou G = H'G

Posons G; = H "G qui est un sous-groupe algébrique connexe de G et soit g;
son algebre de Lie. C’est un sous-groupe invariant de G, et soit R un sous-groupe
compact maximal de H (c’est aussi un sous-groupe compact maximal pour Gy ).
Notons &) I'ensemble des formes linéaire sur g; non nulles sur 3 et nulles sur V.

Proposition 9.1. 1. Soient g € & et g1 = g, - Alors,

a . la Gy-orbite le est G -invariante et pgq, induit un difféomorphisme sym-

plectique G -équivariant de Q? sur QgGll,
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b. Pap(QS) = pg, 5(Q51) et les assertions suivantes sont équivalentes:

(1) pgy est propre de Qg sur son image,

(ii) pg.y est propre de Q5 sur son image.

2. Ona & ={g4, g€ &}. Soit g € & un élément admissible pour G .
Alors

a. il existe g € & admissible pour G tel que gig, = g1,

b. si g € & est admissible pour G et tel que gg, = g1, alors (7rg )|01 =mt. En
particulier, (WgG)lH = (WgGll)lH et les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) 75 est H-admissible,

(ii) @§* est H -admissible.
Preuve. 1. D’apres la deuxieme assertion de la proposition (5.1), pgq, induit
un difféomorphisme G-équivariant de QgG sur le. Ainsi, pg,gl(Qf) = le et on
a
G el G
pghh(lel) = pghh opgagl (Qg ) - pg,h(Qg )

Ce qui montre aussi que pgy est propre de Q? sur son image si et seulement si
Pg1,p €St propre de le sur son image.

2. Soit g; € & une forme linéaire admissible pour G;. Soit xy un caractere
de SV dont la restriction & R est x,,, et notons iv sa différentielle. La forme
g=v+g; €& est admissible pour G par construction. De plus, on a clairement
X = Xg- Alors

<7T9G)\Gl = (Xg @ SA7x)|rig = Xgy @ Samr = TG,

ou l'on a encore noté Symy la représentation du groupe G, = R x 'G définie par
Syma(zh) = Sy o Ady (z)ma(h), =€ R, h ‘G .

Cette proposition montre que l'on peut se ramener au cas ou G = H'G,
c’est a dire au cas ou R =S, ce que nous supposerons désormais.

10. Démonstration des théorémes (2.2) et (2.3)

On reprend les notations des sections précédentes. Nous allons démontrer dans
cette section les théoremes 2.2 et 2.3. Compte tenu des paragraphes 8, 9 et du
lemme 3.1, on peut supposer que R =S et que “H est un groupe de Heisenberg.
En particulier on note W [lintersection de " avec V. On voit que W est un
sous-espace symplectique de V. Soient {2 C g* une orbite fortement réguliere et
B la forme bilinéaire associée. On désigne par W¥ le supplémentaire orthogonal
de W dans V.

Soit Sy le noyau dans S de Ady s et s¢ son algebre de Lie. Alors S; = S/.Sy
est un tore dont l'algebre de Lie est 51 = s/s0 et le dual de cette derniere est
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'orthogonal s de sy dans s*. On rappelle que Cyj désigne le cone d’intérieur
non vide de sy engendré par A(¢): Cypy = > seawy R+,

Preuve du Théoréme 2.2. Dans ces conditions, dire que H vérifie la propriété
P(Q) est équivalent a dire qu'il vérifie la propriété Z2;(2): 'ensemble des points
fixes de S dans W% est réduit & {0} et il existe un lagrangien S-invariant positif
de (W5 pour lequel I'ensemble des poids infinitésimaux de S soit contenu dans
un demi-espace ouvert de s*.

1. Fixons g € &, ainsi qu’'un lagrangien totalement complexe positif (rela-
tivement & la forme bilinéaire déduite de g) et S-invariant ¢ C V. Soit (,) la
structure hermitienne sur V' qui s’en déduit. On rappelle qu’il existe un isomor-
phisme d’espaces vectoriels réels X — vy de V sur £ tel que X = vx+vx, qu’il est
S-équivariant et que, pour X, Y € V,on a (X,Y) =iB(vx,vy). Il est immédiat
que l'isomorphisme X + vy envoie WPB (resp. W) sur ¢ = £ N (WB)C (resp.
" = N W) qui est un lagrangien totalement complexe positif et S-invariant
dans (W5)C (resp. WT).

Les sous-espaces W et WP sont des sous-espaces hermitiens, symplectiques
et orthogonaux, aussi bien pour la structure hermitienne que la structure symplec-
tique de V', et les poids de S dans l'espace hermitien V (resp. W5, W) sont
les mémes que les poids de S dans ¢ (resp ¢, ¢”). On désigne par A({) (resp.
A(), A(L")) l'ensemble des poids infinitésimaux de S dans ¢ (resp ¢, ¢"). Les
sous-espaces de poids correspondants sont deux a deux orthogonaux, a la fois pour
la structure hermitienne et la structure symplectique. Si X est un vecteur de V'
et si § € A(), on note X la composante de poids § de X.

Un calcul simple montre que si X € V et £ € 5, on a B(X,{.X) =
2B(vx,&0x). On en déduit que si X est un vecteur de poids §, B(X,£.X) =
—2(X, X)d().

Soient alors X € W% et Y € W. Ce que nous venons de voir montre que
pour tout £ € 5, on a

Oxiv(€)= Y BXs+Y5&(Xs+Ys)+ Y. B(V5EY5)
SeA(l) SEA(UN\A(L)

=2 > (X5, X5) + (Y5, Y5))8() =2 > (Y5, Y5)48(6).
SEA(L) SEA(LM\A(L)

D’autre part, W =" NV, donc Bxy 4 = By. On déduit de ceci que, pour tout
XcWBetYeW,ona

Pos(gx1v) =pen(9) + > (X5, Xs) + (¥5,Y5))d
SEA(L)

+ > (Y3, Y56 By. (4)
SEA(LNN\A(L)

Si on note W}, 'ensemble des points fixes de S dans W2, alors pour tout X € W},
on a
Pgy(9x) = Pasy(9)

ce qui montre que 'ensemble {gx, X € W{} (qui est difféomorphe & W/) est
contenu dans pg_é(pg,b(g)). Ceci montre que si 2, C g* est une orbite fortement
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réguliere telle que pgp : €, — b* soit propre sur l'image, alors Wj = {0}.
D’autre part, soit £ un lagrangien S-invariant positif de (W?5)® et supposons
que l'ensemble des poids infinitésimaux A(¢') de S ne soit contenu dans aucun
demi-espace ouvert de s*. Soient A;(¢) une partie maximale de A(¢') contenue
dans un demi-espace ouvert de s* et Ay(¢') = A(¢') \ Ay (¢'). Notons € (resp.
%> ) le cone convexe engendré par Aj(¢') (resp. Ay(¢')). Il est clair que 6 + 6>
contient une droite Rdy. Il existe donc un ensemble de réels positifs non tous nuls

{75, 0. € A(l')} tel que do = 3 5cn, (o) V50 = — Dsen () V69, soit encore

Z ’755:0.

SEA(L)

Soit Xy € WP tel que (Xos, Xos) = 75 pour tout § € A(¢). D’apres la relation
(4), on a:

{91x0,t € R} C py(pgs(9)),

ce qui montre que pgpy : €2y — h* n'est pas propre sur l'image, et on a bien
I'implication (i) = (it).

Soit C' un compact de pgy(y) = {pgs(gxsy), X € WHY € W}, Si
Pob(9x+y) € C il suit de la relation (4) que Y est contenu dans un compact de
W et par conséquent, ;e ((Xs, Xs) + (Y5, Y5))d est contenu dans un compact
C" de s*. Si A({) est contenu dans un demi-espace ouvert de s*, alors il existe
une forme linéaire ¢ sur §* telle que ¢(J) > 0 pour tout § € A(¢) et I'on a

D (X5, Xs) + (Y5, Y5))e(8) € (C") C [a,b],
SEA(Lr)

ou [a, b] est un intervalle de R. L’implication (i) = (i) en résulte facilement.

2. On se donne g € & une forme linéaire admissible. Soient A\ = g,
et h = gpp. On désigne par p’ (resp. p”) la forme linéaire sur s définie par
ip'(§) = 3Tr adp€ (resp. ip”(§) = 3Tr adp§), € € 5.

Soit ey, . .., €, une base orthonormée de I’espace vectoriel complexe V' (voir section
7) constituée de vecteurs propres pour S et telle que ey, ..., e, (resp. €,41,...,€m)
soit une base du C-espace vectoriel W5 (resp. W) (une telle base existe). On
désigne par 9, ...,0,, les poids infinitésimaux correspondants, de sorte que l'on a

A = {81,...,8.) et A(0") = {6rir,...,0m}).

Considérons la sous-algebre de Lie de Heisenberg € = WE @ 3 de “g et soit “K le
sous-groupe algébrique connexe de G d’algebre de Lie “¢ qui est un sous-groupe de
Heisenberg de “G. L’application (k, h) — kh est un morphisme surjectif de groupe
de Lie de “K x “H sur “G dont le noyau est Z = {(z,27")|z € Z}. D’autre part
les espaces de Hilbert J2; we @%”/\W et 7Y sont canoniquement isomorphes tandis

que la représentation 73" @7y de “K x “H passe au quotient en la représentation

) de ‘G.

Le groupe U(¢') (resp. U(¢")) s’identifie naturellement au sous-groupe de U(¥)
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constitué des éléments qui agissent trivialement dans ¢” (resp. ¢'). Les deux sous-
groupes en question commutent et I'application (z,y) — xy est un morphisme
injectif de U(¢') x U(¢") dans U(¢) permettant de l'identifier au sous-groupe
U\U (") de U(¢) laissant invariant ¢’ ou, de maniére équivalente, ¢”. On vérifie
facilement que, avec cette identification, on a

(Sli)w(g/)x[](gu) = Sli &® Sli .

Le groupe S agit, via Ady, s, dans le groupe de Heisenberg “K par automorphismes
laissant fixe point par point le centre. On peut donc considérer le produit semi-
direct K = S x "K, sous-groupe algébrique connexe de G d’algebre de Lie
E=50d 't

Soit k € € telle que ky = X et kjggws = 0. Comme 0 = —p' + p' et
p = p + p’, on voit que la forme linéaire k — p/ € € (resp. h + p' € bh*)
est admissible pour K (resp. admissible pour H) de sorte que l'on dispose des
représentations 7, et mﬂp,. Soit G le sous-groupe de K x H constitué des
éléments de la forme ((z,y),(x,2)) avec z € S, y € “"K et z € “H. Alors
lapplication ((z,y), (x,z)) — (z,yz) est un morphisme surjectif de groupes de
Lie de G sur G de noyau Z. On vérifie que la restriction & G de la représentation
il o ® W,?Jr » du groupe K x H passe au quotient a G en la représentation &

7
¢ _wB . S
Or, on a T}~ =95 7" 1l résulte de ces considérations que

gl
(7?)‘}[ = (S/)\)‘S ® 7.‘-][7::”9"
Il suit alors de la description de la restriction a S des représentations S) donnée
au numéro (7) que 'on a
Z/
(S/)\)|S = @ nXX7

xe8
avec

ny = card{a € N, x(€).fo = S'5(€)fu}-

Rappelons que chaque f, est un vecteur propre pour (S’ il)| s de poids infinitésimal
Z;Zl a;0; et qu’on a identifié le caractere x avec la forme linéaire —idy. Avec ces
considérations, on voit que

n, = card{a € N", x = Zajéj} =m(x).

J=1

Il est alors immédiat que

(m)ir = MmOy ()

XES

ou y désigne a la fois un élément de S et le poids infinitésimal correspondant et
ou m(x) a été défini par la relation (1).
Ainsi 7% est H-admissible si et seulement si m(y) < +oo ce qui est

équivalent a ce que {d1,...,d,} sont tous non nuls (i.e. S n’a pas de point fixe dans
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W35) et contenus dans un méme demi-espace ouvert. Ainsi, Wf est H-admissible
si et seulement H vérifie la condition 2 (§2) d’ou I'équivalence (i) < (ii). n
Preuve du Théorme 2.3. Soit [ € pgy(Q25). D'aprés la relation (4), il existe
XeWBetY eW tels que

F=pon@)+ D (X6, Xo) + (¥, Yo))d+ Y (¥, Ys)d - By.
SEA() SEAEN\A)

Comme fi; = g; # {0}, il suit de la premiere assertion du lemme 4.2 que f
est fortement réguliere. Comme py;(Q5) est H-invariant, il suit de la deuxieme

assertion du lemme 4.2 qu’on peut supposer que fiyr =0 , ce qui est équivalent a
Y = 0. Ainsi,

F=penl9) + D (X5 Xs)0.

SEA(L)

Dot H.f = Qf, ,, avec p = > seaqwr)(Xs, X5)0 parcourant Cyp. Lassertion (i)
en découle.

Montrons (i7). Si g est une forme linéaire admissible, il suit de ce qu'on a
vu pour démontrer le deuxieme point du théoreme 2.2 que h + p’ est admissible
pour H. Comme Y est un caractere de S, on voit que h + x + p’ est également
admissible pour H. Réciproquement, soit €2 une H-orbite admissible contenue
dans pgp(Q25). D’apres (i), il existe u € Cyy tel que Q@ = Qf, . Enfin, la derniere
assertion est conséquence de ce que 'on a vu a la fin de la démonstration du
théoreme 2.2. [ |

11. Volume des espaces réduits génériques

On garde les notations du paragraphe précédent. Soit {2 C g* une orbite fortement
réguliere. Si f € pgp(€2), on note Xy I'image réciproque de f par pyp dans €, qui
est une sous-variété algébrique (pas forcément lisse) H(f)-invariante et on désigne
par Xy l'espace quotient H (f )\)? 7. La variété X 7 s’appelle 'ensemble de niveau f
dans €2 de I'application moment pgp : €2 — h*. C’est une variété lisse si f est une
valeur régulicre de I'application moment, i.e. si le rang de I'application moment est
maximal en tout point de Xy. Lorsque c’est le cas, I'espace X s’appelle ’espace
réduit au dessus de f de lapplication moment. Il est immédiat que les variétés
X et Xy, et donc les espaces réduits correspondants, sont isomorphes des que f
et f’ sont situés dans la méme H -orbite.

Dans notre situation, le groupe H(f)/Z est un tore compact. Il s’ensuit
que si f est une valeur réguliere de I'application moment, la variété X ¢ ¢tant
lisse, I'espace quotient X; est un orbifold sur lequel la forme de Liouville de €2
induit une structure symplectique (voir par exemple [1, Chapitre III]). Si f est
une valeur réguliere de 'application moment, il en est de méme pour tout f’ situé
dans H.f et, dans ce cas, les espaces réduits sont des orbifolds symplectiquement
difféomorphes.

Il est clair que sg est le sous-espace vectoriel de s* engendré par A(#).
L’espace vectoriel W, muni de la deux-forme wys = wywe est une variété
symplectique sur lequel le tore S; opere par automorphismes symplectiques et
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d’une maniere hamiltonienne. On vérifie facilement que ’application quadratique
P, de W2 dans s5 définie par :

Dop(X) = D (X5, X5)0, X e WP
SeA(l)

est ’application moment correspondante.

Soit # l'ensemble des parties o de {1,...,7} telles que (0;);e, forme une
base de sy. Si o C {1,...,r}, on note C, le sous-cone fermé de C,; engendré
par (d;)jes. Alors d’apres le théoreme de Caratheodory [6], Cyp = UsenC,. Si
pn € Cyp, on lui associe l'intersection des C,, 0 € Z# qui le contiennent. Ceci
définit une subdivision de Cyy en cones polyhédraux. Les intérieurs des cones
maximaux de cette subdivision sont ce que 'on appelle les chambres de Cyy. Elles
sont deux a deux disjointes et si € Cyyp, il existe une chambre C telle que p € C
[4]. On désigne par C7’ la réunion des chambres de Cyj.

L’image de 'application moment ®;p est le cone Cyy. Il est clair que CfY
est le sous-ensemble de Cyy constitué des éléments qui ne sont contenus dans
aucun cone engendré par une partie de A(¢') qui soit de rang strictement inférieur
a la dimension de s;-.

Proposition 11.1.  Soient g € &, h = pgp(g), f € pg,h(Qf) et u lunique
élément de Cyy tel que f € Q.
1. Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) f est une valeur réguliere de Uapplication moment pgy Qf — b*,

. reg
(11> /"L S CQJ) Y

(iii) p est une valeur réguliére de Uapplication moment gy .

2. Soit p € C’;ﬁlg. Alors

i) lensemble de niveau 1, X,, = ®_ 1 (1) est une sous-variété régulicre de W5,
K a.h

(i) lapplication go : X +— gx induit un difféomorphisme S -équivariant de
lensemble X,, sur 'ensemble X,

(iii) lapplication go : X +— gx passe au quotient en un symplectomorphisme
d’orbifolds de X, = S1\ X, sur Xpi,.

Preuve. 1. Soit X € CID;;(,u). D’apres le théoreme de Caratheodory [6], Cyp
est la réunion des quadrants positifs C,, o € #. Ainsi, p € C}Y si et seulement
si, pour toute partie o € A telle que p € C,, on a X5 # 0 (§ € (9;)jer)- Soit
Y € W8, ona
ADey (V) =2 3 (X5, Y305,
SEA(Y)

et on voit que @45 : W — 57 est une submersion en X et donc u est une valeur
réguliere de @y si et seulement si I'ensemble des 0 tels que X5 # 0 contient une
base de s . Ceci montre 'équivalence (ii) < (744).
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Montrons que (i) et (iii) sont équivalentes. On sait que si f est une valeur
réguliere de 'application moment, il en est de méme pour tout f’ € H.f. On peut
donc supposer que f =h+ p € h* ot h est un élément de pyp(&).

Soit g I’élément de & tel que gy = h. L’espace V' est difféomorphe a I'orbite
QY par Dapplication X +— gx. On déduit de (4) que si X € WP, Y € W sont
tels que X +Y € (pgpogs) *(f), alors Y = 0 et ®,,(X) = p. De plus, on a
@;é(u) = (Pgp © go) ' (f). L’équivalence est donc immédiate puisque

(Pgy © go)ws = Pay(9) + Pyp-
2. Conséquence directe de la premiere assertion. ]

Supposons que les groupes G et H vérifient les conditions équivalentes
du théoreme (2.2). Ceci est aussi équivalent au fait que les espaces réduits sont
compacts et nous allons donner une expression pour leur volume. Compte tenu
de la proposition (11.1), ceci se ramene au calcul du volume des espaces réduits
pour l'application moment ®4,. Remarquons que les conditions équivalentes du
théoreme (2.2) se traduisent aussi par le fait que le cone Cyp est strictement
convexe.

En utilisant la base orthonormée ey, ..., e, de W2 constituée de vecteurs
propres pour S de poids infinitésimaux respectifs d1,...,0, et en remplacant S
par son quotient S7, on se ramene a étudier la situation suivante.

On considere V =C", eq,...,e, sa base canonique et zi,..., z,. le systeme
de coordonnées correspondant. On munit V' de la structure hermitienne canonique
(,) et de la deux forme symplectique w = %Zlgjgr dz; Adz;. Soit alors T' le tore
maximal de U(V) constitué des transformations unitaires dont la matrice dans
la base ey, ...,e,. est diagonale et soit t son algebre de Lie. On se donne un tore
S C T d’algebre de Lie s C t. Soit 74, ..., 7, les poids infinitésimaux respectifs des
vecteurs eq,...,e, pour T'. Ils forment une base de ’espace dual t* et les poids
infinitésimaux respectifs des vecteurs ej,...,e, pour S sont les §; = pis(7;),
1 < j < r. On désigne leur ensemble par A(S). Si 6 € A(S), on note V° le
sous-espace de poids d pour S et si z € V, on note zs sa composante dans V.
Le tore S agit dans V' d’une maniere hamiltonienne en conservant la structure
symplectique et on vérifie que l'application moment correspondante est donnée

par:
Q)S = Z |Zj|25j = Z <25,Z5>(5.
1<j<r SEA(S)
En particulier, on a
O = Y |zl
1<j<r

L'image de ®g est le cone Cg = Y5, A(S) R, et celle de @1 est le cone convexe
strict Cr = 37 <<, Ry

On note Cg™ le sous-ensemble de Cg constitué des éléments qui ne sont
contenus dans aucun cone engendré par une partie de A(S) qui soit de rang stric-
tement inférieur a la dimension de s. Notons que cette définition est compatible
avec la définition de CjY donnée plus haut.
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On suppose S tel que les éléments de A(S) soient tous situés dans un méme
demi-espace ouvert, ou de maniere équivalente, que C's soit un cone convexe strict.

On munit les tores S et T" des mesures de Haar normalisées, leurs algebres
de Lie respectives de la mesure de Lebesgue tangente et les espaces duaux de ces
dernieres de la mesure de Lebesgue duale. Les mesures de Lebesgue ainsi données
sur §* et t* induisent une mesure de Lebesgue sur ker p; ainsi que sur tout sous-
espace affine de t* de direction ce sous-espace vectoriel.

Soit p € Cg. Alors &, = pt_; (1) N Cr est un polytope convexe compact
contenu dans le sous-espace affine p, (1) de direction kerpg,. On note vol(P,)
son volume.

Si X est un orbifold symplectique compact de dimension 2n dont la forme
symplectique est notée wx , on note vol(X) son volume symplectique qui est donné
par:

1
(X)= | — AN"wx.
o) = [ g s
Comme précédemment, si p € §*, on désigne par X . I'ensemble de niveau @El(u)

et, si p est une valeur réguliere de I'application moment ®g, par X, 'espace
réduit S\ X .- Le fait que p soit une valeur réguliere de I'application moment ®g
est équivalent au fait que p € Cg™. D’autre part, on a &, = @T()? ) -

Le résultat suivant, énoncé dans [16, Theorem 3.4] dont la démonstration
renvoie a [14], est une conséquence de [13, Proposition 3.2].

Théoréme 11.2.  Soit p € C§. Alors, on a vol(X,) = vo(Z,).

Preuve. D’apres [13, proposition 3.2], I'image directe par I’application moment
®4 de la mesure de Lebesgue sur C” est la mesure de Duistermaat-Heckman. Elle
est de la forme f(u)ds+p ot f est une fonction localement intégrable supportée par
I'image de ®g et telle que pour toute valeur p réguliere pour ®g, f(p) = vol(X,,).
Appliquant ce résultat a S et a T' et écrivant que g = pi; 0 D7, on en déduit le
résultat désiré. [ |

12. Formule pour les multiplicités

Dans ce paragraphe, on suppose que les groupes G et H vérifient les conditions
équivalentes du théoreme (2.2). D’apres le théoreme (2.3), la restriction de la
série discrete 7TgG (9 € &) a H se désintegre en somme directe hilbertienne de
séries discretes i, de H (h = pgy(g)), chacune intervenant avec la multi-
plicité finie m(x) qui est le cardinal de I'ensemble des a@ € N" qui sont solu-
tion de >, <j<r @j0; = X. Nous allons donner une formule pour ces multiplicités
en utilisant une formule d’Euler-MacLaurin pour les fonctions de partition intro-
duite par Brion-Vergne [4] et [5] dont nous rappelons les détails. Si 0 € £, on
note S, = Nje, kerd;, que I'on voit comme sous-groupe fini de R;, et on pose
th = UyesS, .

Pour u € t*, J(u) désigne l'opérateur différentiel d’ordre 1 sur v* de
dérivation selon le vecteur u: d(u)p(z) = Sp(x + tu);—o.
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Pour a € C, on considere la fonction développable en série entiere au
voisinage de 0

Ala, z) = ;_7 = Zc(a, k)",

C’est un opérateur différentiel d’ordre infini agissant sur ’espace des fonctions
polynomes sur t*. Pour ¢ € Ry, on définit sur t* I'opérateur différentiel d’ordre
infini Ay en posant

Ag(t) = [T AG;(07,0(57)). (6)

Soit 11 € Cyp, alors les chambres de Cyy associées sont deux a deux disjointes et il
existe une chambre C telle que p € C'. De plus, C(i/ est la réunion des chambres
de Cg h-

Si p € Gy, on note ¥ 4(p) le volume de I'espace réduit (orbifold symplec-

tique) Xj4, (ce volume ne dépend pas de g € &).

Théoreme 12.1. 1. Soit C une chambre de Cyy. Alors Uapplication C — R,
1 You(p) se prolonge en une fonction polynomiale Vg o sur vy .

2. Soit g € & une forme linéaire admissible et h = gy, Soit ¢’ un lagrangien
R-invariant positif de ((*9/3)P)C et soit p' la forme linéaire sur ¢ telle que ip' =
sTr ady . Soient x € R tel que x € Cyp et C une chambre de Cyy telle que
x € C. Alors la multiplicité m(x) de la représentation W,If+x+p, dans la restriction

de la série discrete 7rgG a H est donnée par

m(x) = > x(O)Ags(t)Yonc(x + 0. (7)
teFy
Preuve. 1. Ce résultat est énoncé dans [4, propositionl] pour p — vol(2,).

Compte tenu du théoreme 11.2 et de 'assertion (2 — i) de la proposition 11.1 le
résultat est immédiat.

2. Ceci résulte des formules (1), (5) et du paragraphe 3.5 de [5, corollairel]
faisant intervenir le genre Todd avec Toddyp(t) = A\g,h(t)eap’. ]

Remarque 12.2.  Utilisant la paramétrisation d’Auslander-Kostant [2] pour
la réalisation des séries discretes de G, on peut donner une formule, pour les
multiplicités des séries discretes qui interviennent dans la restriction a H , similaire
a (7) et faisant intervenir le genre Todd.
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